
����������� 	�
�����

����� ��� �

����� ��� ��������������� ������� � � ����!"��# 
$�%� !

&('*),+.-0/01 )32345-0).67)38:9
;=<?>3@�AB<?C DFE"G

HJILKNM3O�P5HJ-Q67RS-0T�UNT56WV*-Q/X).6Y+LZ

234[-0).6W)\']RSV^6W).8*/`_ba]8^8]),+\cdT5e*-0fY9g/h6W-i+

O^-0jQ8*T[R�k\-`'*RS-0/0_mln-0T[RS/h6po"a]'*T�lN8q8]e*-0rs8^8*t



�����������
	�������������
��������������������������� �"!$#�%&�'�(���*)+���,�.-/�0��1�12�3���4�(�
���35��
#6�,���7�.8 	��*��#6�)�1��9�3)+8 �&:;%�12�����(���
���3�����������<���&�=��8>5����?�(8.��:@�*)+�����.-
�����A�(���,�CB�����8.��:D�=���;�+���(�&���'16�,#�#�� �;���*1&���,���(8.���*�������.�E�������C������8.������)�!
����8.� ���(�&�':����3�F���HG,�3���I��-$�(��%&�(���9�3)J#2�,-K�����4�;�4��� �L%&����8 ��G��5��,���,�"M

N@OQPSRUTWV�XYX+ZU[
\^]`_baFc

de�,�e�?�(%��<#&� �4�5�����12��#�#&� ���,!����,5����f�5����f����%��Y�W��8.����M
N;gihjPSklPm\onpXYq�r



���������
	���

�/�&��� \�����k \E_ R(\W\i_ R�X�c&V�q��QZW\^R�� 1&�����"8 � �/-K�����;�������H�&������-H�(�����`�(��������-K�����;���(8.���"!8 �Y�����+��%�G��,�
#Y)Cde8 �.�e�^�j��� M������ �i���*�=�;�+���,�E��-/�(���;G3��1���#�8 �.8.�(8.��� ��-"! d$# �(��������-K�����;���(8.���A� ����:�%���:����
��%�GW�o���%!'&�# � ���&�(!*)�%����?)�M,+U�

n - 1&��� 8 � ���������Y�(8 ��� �>)'�U�(����� - �i��� 	�8 �&:U�(�����i���(���&����%�G,��� � �b�/�����
�������UG3���7���������<#2���f%�1=���

n
� �+G3����8 ���&�f#Y)��;����	�8 �&:�������� %���8 ��:J�����
��-

n
12��#�#&� ���,!6����8.GW�

8>���<%����U������17���&�=� 8>-S�/8 �e�o�����?�(���=�������,��!28mM ��M>!Q���f8.- �����,) �������*1�� ��G��,�=%�12���e�;�?�W��GW	QM"�/��8.�
��������8 ��1����5+8 �&���/�(�������4G���������8.#�%&�(8.�����,M

. 8 ���?�(�>)�!��(�&8 ���(���,��8 �f1���� 5+8.�����0���=8.�;1����5��������Y�f%�12���e�����*�&��G����;12����8>�(8.���I������%��.�U��-,/p� -:��,�.-K��8 �,�*����� de�����,���0�1��2�� ! ����8 GW� �?�W�������<�(�����j���
n - 1&���jG3��� #6�J�&��G����;12�����,� 8 �Y�(�

n + 11&���(�p��8.������%&��16�,#�#��.��� � 8mM ��M>!Y�b�/���(�3�^M,4A�08.�������+��%�G,�f�����UG,����G,��1&�/��-L�(�&� k aZ�X�k � \�����k \ !����,B��&���
���U�;12��#&#�� �4���������<� �+G3����8 ���I8.�f�&���65�%��,��8.���7�87&G,��1&�0�������=�����*12��#&#�� �'8 �U���f�(���'�(��1e��- �(�&�
9 16�,#�#�� �*���W��GW	�:(M(4A�<�(���,�A������ �(����� 8.-����

n - 1&��� �����
m

� �+G3��� 16�,#�#��.����!"������� �(�&�j1&���4G����
#2� ����G,����16�������I8 �Y���

n−m+ 1
�b�/������M;.�%������������;������!H8.- �(�&� ����8.:�8 �����61&���/8 �/�&�,�(�,����8 ��8.����8 G�!

�������=��� �"��- �(�&�'�b�/���(�f8 �I�(���4���,G�����16����8.��8 ���������4���,��������8 �&8 ����8 G=<�8.-$�(���'����8 :�8.�����L1H���U8 �/����� -���^�(�,����8 ��8.���(8.G�! �(�&��� �����;� �����'�b�/���*8 � �(���;����G,����16����8.��8 ��� 8 �'�����&���,��������8 �&8 ����8 G�! ���&8 � �o�(�&�
���������

n−m
�b�/�����0����� ���^�(�����;8.��8 �?�(8.G�M

�/�&�;����G������CG���������8.#�%&�(8.��� �����4�(�����e��8>�(� �(�������,G��,���
1����H��-i#Y)?>i�A@�����GCB,)+	 �,�*���mMD�FE
�
�������f�(���
16�,#�#�� �4�(�����'�(�(��������%&G����U8 �f�����0G3��1���#�� �'��-`����G���:���8GB,8 ��:;���.�$dH&
I - ���^B�����#&� �*8.��1�%&�
1��F���(�,�����,M �b� �(�&8 �J�(�&����8.��!���� ���,B��&�C����� 8.��5����?�(8 :����(� ��� �J7+�(�,����8.��� ��� �(��� #�����8 GD�(����� -���(��������%�G,�����;�+�����U��8.�(� �(�&�AG���1���#�8.� 8>�b) ��� �^5���� %������ dH&
I 1�������8.G3�������I8 � �(�&� �.�,-S� - �����&�
��8 ���,�*��-���%�� �,��MK�/���J8 ��1���� 5����C�&��G����;12����8>�(8.���A������%��.�
����8 � �p����� ���4-K���*1H���(�'�(���F�<%����IdH&
I
1�������8.G3�������,M

�/�&8 ���&�.)�!F�(��8.� ��������8 � 1����5H8.����� ���j8 � - ����1H�(�j�������.)+��8.� ��-Q�&� � �01H��� G����j���H���,�+�����i5�����8 ��%��
-K�����(%������4��-;!L&�#�� �����?!*)�%��,��)�MM�$�I��������! �(���,���o����� #2���,� ���I1�����12����5��,��8>B�G3����8 ��� ��-E�(�&�
G,�9��8.� �������
1&�����
�����;��:��+�+� ���+����� -K���L! d$# �(�������?-K�����;���(8.���D�9����:�%���:�����M��b�A����8 � ��������8 ��!
���U12���?-K����� �(��8.� 5�����8.B�G����(8.����#�)<������G���8.#�8 �&:
8.�;1��.�������Y�W�F�(8 ���*�(�,GW����8G5�%��,�E-K�����4�9����:��/��%�#����^�
��-��(����-K�3����%����,�*��-N!L&�#�� ������!*)�%��,��)�MO4A�@������ �(���F�*8.� 1�����G,��8 G���! �.�HG����`12��#�#��.���*�����;�
G,���;�����C�+G�G,%���������G,��!/����� �(�����j����� 8 ��1��.�������Y�W����8 ��� �(�,GW����8G5�%��,�;�,����#��.��� #Y)C�(��� %&������-
dH&�I � ��:�8 G@8.��G����3�����������I��%��<#2���o��-U� �+G3��� 12��#&#�� �,����8 :��&8.B�G����Y�(�.)�MP&H%���1���8.��8.��:��.)�!`�(��� - ��G^�
�������@� 1&���@����� � #6��%������,� �+%&�<#6�,�@��-412��#&#�� �,�@�(%������@��%&�@���C#6�=� �;�Q@�������#����(��G��.�e-K���
���H�&��� 8.��:'!L&�#�� -K%�� �>)�!Y����8 GW� 8.�i8.�����������Y�(�>)�����G,%�����8.5���8 �J�����(%�����M`�b�JG,���Y�(��������! !*)�%����?)JG����
#2� �;�+���,� ��� ���;�j�<%&GW�e� ����:��,�/�J7+�(�,�Y�3M

R





����� ��� � � �

+U#������(��G^� �

+/GW	������� �,��:��,�;�,����� �

	 ����1&�(�,��
�M �b�Y�(���+��%�G^�(8.��� �


�M
�M��$��#�#&� �L� �����L�$�(��������%�G,����� �


�M��HM ! d$# �p)+16� 	 ���,GW	+8.��: �


�M��&M / 7+�(�,����8.��:�������� �,#�#��.� �$���,���$�(��������%&G���� 
��


�M���M ! d$# �$�(������-K�����@�F�(8 ���J��8.�(���$��#�#��.� �$���,�L� ���������&%�G��,��� 
��


�M��HM I�%&��� 8.��� 
��

	 ����1&�(�,���+M��`�����.8 ��8 ������8 �,� 
��

�+M
�M��b�Y�����+��%�G,��8 ��� 
��

�+M��HM >i����8.G�� 
��

�+M��&M�� �(��1����������K�$�����,� 
� 

�+M���M d���������8.G�&H��G,����� - I������,� �$���,��# ��:�8 G �!�

	 ����1&�(�,�"�HM�� �,#�#�� ���$�����L�$�(���&����%�G,����� �!�

�HM
�M��b�Y�����+��%�G,��8 ��� �!�

�HM��HM�#U�,B���8>�(8.��� �!�

�HM��&M 	 ���;1�����8 �����J��8.���DI��������$�$��#�#��.�L� ������� ���������&%�G��,��de�+���,� � �%�

	 ����1&�(�,�$�&M�#0��G,����16����8.��8 ��� �%�

�&M
�M��b�Y�����+��%�G,��8 ��� �%�

�&M��HM + .������;�^�i����	;-K���/�b��G����������Y�W���&#0�,G�����12����8>�(8 ��� �%�

�&M��&M�#U��G����;12����8>�(8.���Ide�^�(���+���f%���8.��: &+�(�,1���8.���(&H8 �*%��9����8 ��� �' 

�&M���M �/�&�(#U��G����;12����8>�(8.����de�,�����+� �)


	 ����1&�(�,���+M +01�1&� 8 G����(8.���J�(� ! d$#��$�(�����?-K�����;����8 ��� # ���&:�%���:��,� �'�

�+M
�M��b�Y�����+��%�G,��8 ��� �'�

�+M��HM ! d$# �$�(������-K�����@�F�(8 ���O#$����:�%���:���� *'�

�+M��&M��$��#�#&� ���f���&�K! d$#��$�(�����?-K�����;����8 ��� # ���&:�%���:��,� *' 

�+M���M !*)�%��,��)I�����+� �"�$��,;+0�D/ 7����;1��.� 
��'*

�+M��HM !*)�%��,��)-�$��#�#&� �(.f�C5+%&8 ���,�;�,�Y�(� 
%
��

/



� �������������
	

	 ����1&�����$ &M 	 ����G��.%���8.����� 
%
��

 &M 
�M �b�Y�(���H�&%�G,��8 ��� 
%
��

 &M��HM �p)+16� 	 ����GW	�8.��: 
%
��

 &M��&M�� �"�$�0���&�K! d$#��$�(�����?-K�����;����8 ���O# ����:�%���:��,� 
 �'�

 &M ��M�#08.��G,%�����8 ��� 
 ��


>i8 #&� 8 ��:��(��1&��) 
 �'�



� ��� �"����� ���	����
 � � � �

. 8 ���?�E��- ���.�m!�� � ���U�'� ����:��f������%��Y�E��-L:��(����8.��%���� �(�'�*)j��������8 �����&5+8 ��������H���?� /p�&:����>-K��8 �^�3!
�����=�����':�%�8 �&���C����! ����G,��%��(��:����C����!$�W��%&:��Y�<���;���� ���e�(�&8 ��	D�.��:�8 G���� �>)�! ���&� �����7�����
�������� ���o�����o���������4��-i�*)7�i�)+�
���A�������j�HG,G3����8 ����� ������� �0�����������I���������*#6�,��MM+0#2� 5��
���.�m!+����������	J�&8 � -K���/��8 �N� X�_ Pm\^cLZW\ M

�/�&8 ����������8 �E�i��%&� �J����� ���35��0#6�,���J12������8 #��.�U��8>�(����%H�i�*)o��8>-K��de8.��	���!&�����*�����i�&��� ���&�.)
��%�1�12��������� ���;�(�&����%�:�����%&�<�����J�,����8 ���@1����HG,�����,!p#�%&�<�����D�����j���.���7�.� 5+8.��:��.) �&����������� ���,�
��8 ����#Y)J�W��	�8.��:oG3�����'��- ���������������I���,��- ��8 � ���������'��- ����%���������� �IGW����������M

+ #�8 :<��������	��/���&��%�� � :��<�(�<�*)@1��������Y�(�,!&��8.������%&� ���&��� �����������i��%&� � #2������8>�(���,���*���
�������;de����������� ���(���,��8 ����- �*) �;��	�8 �&:�M

�/�&�����,�@��8.��8 �&:'	�%��&��� ���&��%�� �;#6�U��8.5+8.�����@���;����:'�����U-K��� � ���8.��:416�,��1�� �!, �*)����,G����&������)
��������8 �/���H5H8.�����,!��f��������8 	��������f�H��:���#2�H���K<��*);1������,�Y�(� - 8 � - �9�3������� ������������� �,����� �������,!H-K���
������8.�*���&G���%�����:��,�;�,����<����,���+�����p�����;�,%�� �,�"! -K���
8 �Y�(���H��%&G�8 �&:7�;���(�7�����������,��8 G3����G,���;1&%&�(�,�
��G�8 �,��G��=<�������+����� ��%�8 �,! -K���'� 8.���(�,��8 �&:����7�*) G�����1�� ��8 �Y�(�C<`����� �*) G����.� �3��:�%����
��� 	 ���Y�(��8 G�!
����������� �����.8.5�����8.�(�I�*)@�(���,��8 � - �����9�F�(���I�87&����%�����8 ���LM

�





	 �*+�� � / . 


� � ��� � ���6���� ���

��� �����
	������	�����	�	���������������	����
 R(\W\7_ R�X�c&V�q��QZW\^R(V �����7�(���,� ��%&�����@�F�W�A�������I1����HG,��������� 8.��1�%&�J�����,�A����� 1����+��%�G,� ���

��%H�(1�%&�'�(�����;���
�e���,��%��>�3M �/�&�@G�����G��,1&�<��-��(�����o�(�(��������%&G������<�����'#2�����C������%&��� -K���*�I� ���&:
��8 ��� � ������!�-K���/�87&���;1&� ��! �"!$#"��E�� � M �U8.���(����8 G���� �>)�!��(���^) ���35��'#2�����e%����^-K%�� ���f�j-K�����;���L���+�����
��-"G�����1�8 �.������!H���;����:*���������E�(��8.��:��,M`�b�J���,G����Y�/)��3������!&�������U�(�(��������%&G������������0��� ���*#2��8.��:<%������
���4� -K�����@��� �;�+���,� -K�������(�����?-K�����;����8 ��� ���&�?5�%��,��) � ����:�%���:�����-K����! d$# ���+G�%&�;�,�����M�"% 2��m!
��%�GW� ���(!L& # � �1��&��/���&� !*) %&����) �"%'%�� M ! d$# ���HG,%������Y�(�jG���� #6�@����1&���������Y�(�,� ���
�(���,���,!
���&�I���������,-K�����4��� !4d$# �(��������-K�����;���(8.���@G����I#6� ���H�&��� �,�I�����<�(��������-K�����;���(8.���@��-$���&�4�����,�
8.�����=�������(�&����MO�$�7���H���,� �(�����(��������-K�����;���(8.����� �(���F�*G���� #2�@���,��G,��8 #2��� #�) ! d$# 5+%&����8.���,!
de8.� � �^�<��� MK�1�����E8 �Y�(���H��%&G����A�I���,� 	�8.��� ��-E�(�����o�(���������&%�G��,��! ����� � \�����k \o_ R(\W\�_ R�X�c&V�q��QZW\^R
� 1&�����^M �/���<1&����8 �0���7�87H��������8 ���D��- �(��� _ R(\W\)(b]EX�k"*FPSc�+J_ R(\W\*_ R�X�c&V�q���ZW\^RD� �b�/�����^!L���&8 GW�78.�U�(�&�
���(��������%�G,���45�������8.���A��-������j�(���,� - � ���.	�8 ��:���%&�����;���(���P�F2��m!$���&� ����8.GW�A8.� G��.�����,�.)7����� ���(�,� ���
����� �����(��8.#�%&����:��(���;�;��� � G,- M;&+��G,��8 ���-�HM��*��- ����2
� �^M��/��� �87+�(���&��8 ����8.�/������� ��:���%������<�(��� ���&�
�������'/`��:����.-K��8 �^�����&� �U�+��:��,#6�+��� ���� � ��1�1��.8 �,�e�(�;�(���*�����,� - �i���.	+8.��:J��%&�(���;�������e���@G����3�����
����� � \�����k \�_ R(\W\)(b]EX�k"*FPSc�+7X��+_ aFh�X�_baFc � 1H�W��� M �$�������������,� - �i���.	+8.��: �(�����o�(�(��������%&G����
�;�+���,�m!
�����/16�,#�#��.� �(���,� �(���������&%�G��,���������`��� - G3��� � �,� � \�����k \WV !��;����	������ -K���`���,�;�,�<#6�,��8.��:�� �+G3�F�(8 ����� 8.�
�����0�(�������������/��������8 ��8 �9���p���<�(��������%�������8 �J�;����	���� ��%&�(���@���(� �-, �m!�#&%&� �(��������������%�# @���G,�/���
���;�����&8.�(8.�������H�����?�(8.��:
��� 9 ���(��GW	j�����&��� :/����5�%�8.���,�;�,����M,�/���f16�,#�#��.����������%������ ���`-K���.� �����M �b�
���&��8.��8 ���I�(���(���'�(���,� - � ���.	�8 ��:@�����7��%H�(1�%&����G,��8 ���&�U�(�����0�����*�87&12��G^�(��-K����� �;�(����� - �i��� 	�8 �&:
�������p�(����������%�G��,��!������i1H��� 1����5+8 ���,� �����E- ��G�8 �.8.�b)U�(�0�,8.������� q�R(a �o��� klP . _ �f16�,#�#��.�i��� �����iG,%��������Y�
�������*���H�&��ML�$���I���,���(��8 G^�(8 ����� �����<8 ��16�������=���7�(���*%����j��-E12��#�#&� ��� ,UB��������.)�!6�(���<��%��*#6�,� ��-
12��#�#&� ����8 �o#2��%����&���"!/����� ����G��������.)�! 12��#�#��.���;����� 9 �?�W��GW	���� :(!i����8.GW� �;�������j�(�����@12��#&#�� �,�
�����<���>� �3)+� � 8>-S�(�,�=8 �e�(���<���,5��������o�������,��8 �e����8 GW�7�����,)e�i�,���j������1�12���"M �b� ���&��8.��8 �����(�J�(�&�
%���%���� �(����� - � ��� 	�8 ��:��(�,���(�,!L�(�&�*1&��� �����&�0�(���*��#�8.� 8.�b)@�(�@GW�&��GW	e-K���U�(�&�*1��������,��G��j���0��#&�����&G��
��- 12��#�#��.���f���/�����4G�%��������Y�f�(�����4���+����M

���/%$��021435�
6879	;:=<	���>8?@�BA
d�8 � ���,�����mML������� 8.�������+��%�G,���=�����*12��#�#&� �4�(���,�*�(����������%�G��,�U���J�����>5��*�;��12��G,8.B�G
1�����#�� �,� ,

�b)+12�/GW����GW	�8 �&:'��-! d$# �(�(������-K�����@�F�(8 ������M$�b� !4d$#`!��^5��,��)j���+G�%&�;�,��� �@�3)
��12��G�8>-S)*������� 8>�`8 �
��- �jG��,���(��8 � 9 �b)+12�J:(!&����8 GW�I���3���&���������/8>�/�(�F�(8 �?B����/�����4G������?�(����8 �Y�(�/12��������#�) � #U�HG,%��;�,�Y�
�p)+16��#0�^B���8.��8 ��� � #6� #'� M �/���J�b)+16�IGW���,GW	+8.��: ��-U�D���(���&��-K�����@����8 ���AG����&��8 �?�(�o��-fGW���,GW	+8.��:

C



��� ����� ����� �
	�� � ��� ���

�����,�������4�(�&�o���(���&��-K�����@����8 ���L!L�������A:�8.5����A��� 8 ��1�%H�4���HG,%������Y�'G����&-K������8 ��:J���=� ��12��G,8.B�G
�b)+16��!Q���.�i�3)H��1����H�&%�G��,�U��%H�(1�%&�/�������fG����&-K������� �(���j��12��G,8.B�G4��%H�(1�%&���b)+12��M

de8.� �<�^�f���mM ���5�� ��������I�(���F� �(�����b)+12�4GW����GW	�8 �&:;1�����#��.��� 8 � ���,G�8.����#��.�0-K��� 12��#�#&� �0�������
�(���������&%�G��,���U���&���=�&�HG,%��;�,�Y�U�b)+12���������'�;�+�����.���I#Y)�����:�%��9��� �����,�
� ����:�%���:����� �;���������&:����
�;�+���,�p��������! d$# � � #6� #0�,MH�/����8.�
�b)+12�JGW����GW	�8.��:D�;�^�(���+� 8.�
#������,� ��� �(�&�@1���8 ��G,8 1��.����-
8 �Y5��,�����o�b)+12�o8 �&-K�,�����&G���! 8 M ��M.! 8.�&-K������8.��:@�(�&��8.��1�%&�����HG,%������Y� �b)+16�j-K����� �(�&�j��%&�(1&%&�4���+G�% -�;�,�Y�/�b)H12��M;�/���4�(8.�;��G,����1�� �87&8>�b)J��- �(���4������%&�.�(8.��:���� :�����8>�(��� 8 �/�Y)+12�����87H16���&���Y�(8 ��� 8.� �(���
��%��<#2��� ��-Q16�,#�#�� �,��!�#&%&� �(�&� 1����,G�8.��� ���,8 :��Y� ��-��(���E�(������`��-��87H16���&���Y�(8 ��� � 8.� �&���`��12��G,8.B��,�j8 �
�1����� M"+0�7���.�(�,�����F�(8.5��'��� :�����8.����� �i���U:�8.5����=#Y)D/`��:��,�.-K��8.�,�U�����7d=�����^�(� ����2��m!Q�����@������i�,�
�(���F�*��16�,#�#��.���������o�(����������%�G��,�*%���8 ��:

n
12��#&#�� �,�
G���� #2�;�&��G����;12�����,� 8.�����

n + 1
16�,#�#�� �

�(�����
���(���&����%�G,����� %���8.��:
0

12��#&#�� �,� � ����8.GW�D�����<������� �>)(@�%����U�b�/���(�3�^!L����%������,��%�G,8 ��:@�����*�b)+12�
GW����GW	�8.��: ��� :�����8>�(��� ���

n + 1
8.�Y5��������J�b)+12�J8 �&-K�,���,��G��,�j��-/�b�/������M?&H8.��G����(���J8.�Y5��������J�b)+12�

8 �&-K�,���,��G��i-K��� �b�/����� �W��	����p�J7H12�����,����89���+�(8.�;�6�1���
�m!��(��8.� � ������� ��� ���
(n + 2)- -K���.�<�J7H12�����,����89���

�(8.�;�E���.:�����8>�(��� � 8mM ��M>!��f�(��i�,� ��-Q���,8 :��Y�
n+2

� M��*�/��8.� ���+���`������%&�;�E�(����� �(���i����G,���;12����8.�(8.���
1����+G��,������������%�#6�87H16���&���Y�(8 ��� �(8 ����G,���;1&� �J7H8>�b)�!H���&8 GW��8 ��8 �J- ��G^���(���4G3������M

���128��������	���?@�BA���<B	��
	������	�����	�	���������������	��
���128� ����� �������$�������?�� � ���b�o�(��8.� �(���,��8.��!����U8.�������+��%�G,�/���,5��������Q�J7+�(�,����8.�����`�(� �(�&�f12��#&#�� �

�(����� �(���������&%�G��,�@���H���,�m!`����8.GW� 8 ��1���� 5�� �(��� �b)+16��GW���,GW	+8.��:CG,���;1&� �J7H8>�b) ����� ����8 GW� ��8 �.�
�@��	��`8.� �f������� %����^-K%��Y�(�+���mM �/���p�87H��������8 ���&� 8.��G��.%���� �(�&�`G�����G,��1&� ��- � \�����k \ VZWa � \ !F�/G�����G,��1&�
G�����1�������#��.���(�;5�����89��#&� � ��G,��12�*8 �e1�����:��(������!Q�����e�����*%����*��- � O"! k a +�PmZ 8.�e��%�� �,�U8.�=���������
�(�7��8 ��1�� 8>-S) 1������(����� �@����GW��8 �&:�M �/���J-K�����;�,�j������8>�(8.��� ������5����o�(�D8.�;1����5��;�b)+12�IGW����GW	�8 �&:
G�����1��.�J7H8.�b)�!3����8 �.� �(���E�9�����(�,� ������8>�(8.��� 8 � 8 �Y���������,�'���U8.�;1&���5�� �����pG�����������16���������&G��i#2�,�b�����,�
�(���412��#�#&� �4�(���,� �(�(��������%&G����0�����I�(���L!4dD# �(�(������-K�����@�F�(8 ��� �9����:�%���:��,� �(�����f8>��8 ��8 �Y�(�,�����,�
�(� ���H�&���mM4�b�A������8>�(8.���"!6-K���0�(�,GW����8 G���� ���3����������! ���o���35���������1H�(��� �J��8$#L�,���,��� �����,�����+����� M
�/���7�������.8 ���o1&��� ���H���,� �;�����e���,B������ %���8 ��: � �(���,�=���H�&���f#������,� ��� ���������@�5���� �(����	��,�
��� 1&����#2�,�(�,!2���&8 � �4���<��8 � � #2�*%���8 ��:J�;�(�����<���H�&��� #��������D���D:�����1����,M*4A�*��8 �.� ���� �&8 ��G,%����
�3��GW����-$�(���,���'�J7+�(�,����8.�����f8 � ������� �&�,�W��8 �mM

���128�/%$� � 	�������	&%8�'�'79	'�L+ 12��#�#&� �=�������e�(�(��������%&G���� G���� #2�=5+8 �,����� ���J� G�����1�%&�����
1�����:��(����M � ��#&#�� �,�EG����������.)*#6�/�&����1�12���;�����o�.8.-S�(�,�o��G�G,�����&8 ��: �(�4� �?�W��GW	j��8.��G,8 1��.8 ����!�����8.GW�
�;������� �(���F� �����i������1�1�8.��:������<� 8>-S�(8.��:/��-Q�0:�8.5��,�*12��#�#&� � ���.�i�)+�$-K%�� �>) ����G,� ������� �����i�&����1�1&8 ��:
������� 8>-S�(8 �&:���- ����)o12��#&#�� �,����8.:����,�E���������U�?�W��GW	QM �/��%��,!��4������1&1�8 ��:'���&�@��%&#����C5+%&���Y�/� 8>-S�(8.��:
��-��=12��#&#�� �;G3��� #2�;5+8 �^�i�,� ���<��� 8 �Y5��+G3����8 ���A��-f�=��%�#�����%&�(8.����! ���&8 GW� ���
�(���;#6�,:�8 ���&8 ��:
������1��4��12��#&#�� �<�������������<#2��� 8>�(� �?�W���?�(8 �&:��.�HG����(8.���"!L�����D����8 GW� � 8>-S�(�0�����o16�,#�#��.�<�������A8.�
8 �
��������M��/��� 12��#�#&� �@�������o���,�;�,�<#2�����
�(��� ��%�#�����%&�(8.��� � �j���(������8 ��:7�.�HG����(8.��� G���� �(���,� #6�
���,:Y�����&��� ���@� � �+G3���i5�����8 ��#�� � ��-0�(�&�e��%�#�����%&�(8.����M�>i%&�;8 � 16�,#�#��.���������I�(����������%�G��,���,! �(���

� 2345- -)(q+h/h' -)(+* 8*T[-QTq+.67':f�67)\T5-0-0RS-`R +h8 ji8*Ts)L+h/-,[ji+3+.45- jQ8*t.*5fW-Qt -QTq+\8:9b+.45- 8/,S+-*0,5+n+LZ+*s-/1



� � R � � � ������	�� ��� ��� �����	����
 � ��� � � ����� � 	 	�� � ��� � �

12��#�#&� ��� G����D#2�o��G�G,���������A����� ���&�.)e#�)=�(���j��%�#�����%&�(8.���<�(���F� ������1�16�,� 8.�3!L#�%&�4���.��� #Y)D����)
��%�#�����%&�(8.��� Z�X�kSk \�q���r ��%&GW� �7��%�#�����%&�(8.��� A��M :�M �(��� ��%�#�����%&�(8.���J�(���F�j������1�16�,� �(���JB�-S���
12��#�#&� � ��� �(�&���?�W��GW	 G���� ��� ���D�����I�(�&���.�HG����(8.���C��-������I16�,#�#�� �,�o�+%&�<#6�,���,� �����J���D-K��%���M
&H�&!�16�,#�#�� �,�U8.�I16�,#�#�� �4�(����� �(����������%�G��,���0�����'�����f������� �>)J�.�HG����L5�����8 ��#��.����, �����,)������'��G,��%����.�.)
:��.��#����.��M

4A�'�����48.�����������������I�(�����,�4�����4�/#6��G^�(�f��- ������%&G�8 �&:������4��G���16�4��- 16�,#�#�� �,��!Q���&�����������,-K�����
���j8 �Y�(���H�&%�G��<�����jG����&G���1H�4��- k aZ�X�k � \�����k \WV M # �+G3��� 12��#�#��.��� G���� #6�j���^�(�,G,�(�,� aFc�klr #Y)7�(�&�
��%�#�����%&�(8.��� �(���F� ������1&16�,�'��������! ����! 8 �412��#�#&� � �(�����`�(����������%�G��,� �(�����;�,!�(���^)4G3���4#2�`���,����G,�����
���&�.)I�������D�����,)=�����*� �+G3�������D���U�(���
�(��1D��-`�����<12��#�#&� �<�?�W��GW	QM4�b�Y�(�������?�(8 �&:��.)�!L8.�U�(%���������%H�
������� :��.��#����$12��#�#��.�<��G,��12�j8 ������� ������� �>)e�&�����&���A��� � �(���<��8 ���',���-S�����"! 1&�����(�������?-K�����;���(8.�����
�������f���C5+%&8 ���'�o:�8.5�������%��<#2���f��- 12��#�#&� ���/��%����e��%&���(�;��� ���3���H)J%����
�����;�'� �+G3���L12��#�#��.���,!2���
�����,)jG�����#6�f������1&�(�,�����
%����/�(���f�(�����/��%��<#2���p��-L16�,#�#�� �,�p#�%&��� ���;��� �.��� ��%��<#2���p��-6:��.��#����
12��#�#&� ���,M

+U�j�i� ��8 �.�i������ 8 � 	 ����1&�(�,� ��!p12��#�#&� �I��G,��16�I8.���%��,��G��,�o�����I16������o��-U16�,#�#��.�I�����,�
���(��������%�G,����� , 12��#�#&� �i���������(�(��������%&G������`�(����� %����/�.�HG����+16�,#�#�� �,�`����� ]i\�X�*Y\^R �(�����j12��#&#�� �i�����,�
���(��������%�G,�����<�������*���7�����*%����J��������M$+U�*��� �;�,����8 ���&���C�������.8 ���,!,/`��:��,�.-K��8 �,�*����� d=�����^�(�
����2
�����&� �����C�������<���Y)A12��#&#�� ���(���,�;���(��������%�G,���*�������<%&�����

n
12��#�#��.��� � ���

n ( � _ _���� G����C#2�
���,G�����12�����,� 8.�����

n + 1
�b�/������M �/���^) ��� ��� 1����5��,� ������� ����8 � 8.�J�(��� ���;���.� ���?� 12������8 #��.�

���,G�����12����8>�(8 ���=�(���F���i����	�� -K���4��� � 1&����� 8 �D:��,���������mM�� �b� 	 ����1&�(�,� ��!"���o��8.� � ������ ������� 8>-
���

n - 1&���'�����
m

� �+G3��� 16�,#�#��.����! 8.�4G3���C#6�����,G�����16�������A8 �Y�(�
n − m + 1

�b�/���(��,*�����.)D�����
:��.��#����E12��#�#��.���jG,��%��Y�o-K���*�(�&� �+%&�<#6�,�o��-��b�/���(�o8.�C�(��� ���,G�����12����8>�(8 ���"M?# 8.	��O/`��:��,�.-K��8 �,�
���&� d=�����^�(� � ����� :�����8.������! �(�&� ���,� ����G,����16����8.��8 ��� ��� :�����8.�����������j��%�#6�87H16���&���Y�(8 ���i�(8.�;�
G,���;1&� �J7H8>�b)�M��(�/��8.�/����� ��#�5+8.��%��/8 ��1��.8 G3�F�(8 �����`-K���i�(�&��G�����1��.�J7H8.�b);��- �b)+16� GW���,GW	�8 ��:�16�,#�#��.�
������� ���(��������%�G,�����U%���8.��:o�(���'���.:�����8>�(��� ���,��G���8 #2����#Y)K/p�&:����>-K��8 �^�f�����=d=�����^�(� ,E8.-$�(�&�����
�����
n−m + 1

�b�/���(�08.�e�����
�&��G����;12����8>�(8.���"!��(�&���=�����'��8 ���4G�����1�� �87H8.�b)I��- �(���'�b)H12�*GW�&��GW	�8 ��:
��12�������(8.���<8.�`���(��i�,�`��-

n−m+2
�J7H16�������Y�(8 ��� �,M .����

m > 0
!�����8 � 8 �`���o8.�;1����5��������Y�`%&16���

�����
��8 ���'G,����1�� �87&8>�b)I��-�/`��:��,�.-K��8 �,�0�����Dd=�����^�(� � ���3����� 8.���f���.:�����8>�(����!&����8.GW�78 �U�;��� �����0��-
n+ 2

�J7H16�������Y�(8 ��� �,M

���12$�128��� � �+��	���� 15� ����<�?��A ���?@�BA 1 %�� 3 �'A ?�� � �b��:������,�(��� !Y1������������;�;���(GW�&8 ��: G����
#2�*���,��G,��8 #2���7�����@#2�+��� �����������?� ���D���e8 ��1&%&�0�������
8 ������8 GW� ��#6��%&�������D��%��*#6�,�0��-`�&�H���,�
�����4�@����	��,� <68>- �����'�����?�0������%&�.�U8 ��16����8.��8.5���!��(�&���=�����
�;����	����e���+�����fG����&���(8>�(%&���*� 9 �;����GW� :WM

� & 6Wfp8"-i+ ':f 1������ � P"!\458"8]/.6We*6WT['*fpfWZ *[/.8/*s8q),-`R�+.45-�*s-0r5r5fW- +h/.-0- +h/h'*T[)hR ,[ji-0/Nt 8SRS-Qf PJji8/,5Tq+N+h45- ' ,S+.8]t ' +.8]TJ1 )/.-`'*RS6WT5e 45-`'*R *s8q),6p+.6W8*T�6WT�+.45- +h/.-0- '*)\'.* -Qr5r5fW- '])�! -0fpf P�!\45-0/.-`'*)3cdT5e]-Qfp9g/.6W-i+ ':T[R�&('*T5-i+h4#���%$ �bR58 T[8:+ 1 I T+.4567) +.4[-0).6W)0P ! -&!\6pfWfJji8/,5Tq+
* -Qr[r5fp-`)3fp6Wo*- cdT5e]-Qfp9g/.6W-i+n'*T[R"& ':T5-Q+.4J_m':T
n ' *5+,+\t -0':Ts) ' *S+.+(!\456WjX4�jQ'*T#)+*-,-.

n*s-0r5r5fW-0)n':+Nt 8]),+ 1 2345- RS60/ -0/.-0T[ji-`)\rs-Q+1! -0-QT�+.4[- V ':/h6p8/,[)�*s-0r5r5fW- +./h-Q- +h/h'*T[)hR ,[ji-0/\t 8^R5-Qf7)N':/h- RS67).j),[).).-0R�6WTt 8*/h- RS-Q+h'*6pfJ6WT(O^-0ji+.6W8*T3201 201
� 2 8 r - *5/h-0jQ6W).-*P�+h45-QZ *5/h8 V*-`R +.4[6W) 9g8]/ RS-Q+.-Q/ht 6pT[6W),+.67j.*S+,+X) 8*T[fpZ/154 45-i+h45-Q/ T58*T[R5-i+.-0/.t 6WT567)L+h6Wj.*S+.+h) j0':Tr -RS-0jQ8*t.* 8]).-0R"6pTq+.8 fW-0)h) +1!3+,+X)\/.-0t ':6WT[)3':T�8 * -QT�*5/h8*r5fW-Qt 1
� K RS-i+X':6Wfp-`R *[/.8^8:9b8:9b+.4567)n']).).-Q/.+.6W8*T"6W)3r -QZ]8*T[R +.45- )hji8/*s- 8*9 +h456W)\+.45-`),67)\':T[R6!\6Wfpf T58:+\r - *5/.8 V^67RS-0R�1



��� ����� ����� �
	�� � ��� ���

+0�.�;���?�U��� � !4dD# ���(���&��-K�����@����8 �����9����:�%���:����f��%�1�12���?� �������'�����?����-p1��F���(�,���7�;����GW��8 ��:�- � -G�8.� 8.�b)�!����'1��������������;���(GW��8.��: ��%&1�16�����p8 �`G,��%�G,89���H-K���p���Y)*�����������,��8 G3�����;�+���,�&�(���F�p1�%���12���?�(� �(�
#6�4�j���H�&���6-K��� !4d$# �(�(������-K�����@�F�(8 ���"M �b���&�����L!Ld�8 � �*�,�U���mM �1����� %����'1��������������;���(GW��8.��:o���
�(���,8 �p1���8 ���U�87����;1��.�U��-"�(���U%&�(8.� 8>�b)<��- 12��#&#�� �f�(���,�U���(��������%�G,�����,M��/���0���^B���8>�(8 ���@��- 1������������
�@�F�(GW��8.��:e%&����� #�) de8.� ���,�*���mM 8.�
����� ���(8>5����>)7���3��	 ,j8.-��i�;G�����1������;8>�4�(�e�����;-K�����;��� 8.�����
��8 ��G�%������,�C8 � �(������%&��5��^) #Y)��U�^5��,� ����� &HGW�Y�i�,����8 GW	 �1���
�m!$�������'��-�����8 GW� �����o��5�%�8>5���� ���Y�
�(�I����������8.G<���,G����&� - ���������'� ��:�8 G � dH&
IL�^!"���oB���� �(����� ���������(������:��(� ��-/d�8 � � �^�
���mM � �41��F� -�(�,��� �@����GW��8 �&:e����GW������8 ��� 8 �4�����;�^�������
G�����1�������#�� �<����!$#�%&�
���(��8 G^�(�.)e�i����	��,�*�(����� �������
��-*. I�. / �o!$����8 GW� 8.�C�(%���� 8.�<������8.G,�(�>)A���3��	����j������� dH&
I<M � �o�����j����G,���Y�(�>)C#2���,� ��������
�(���F�E���������08.���':��+�H�o�����������@-K���`�(��8.��, 16�,#�#�� ���(����� - �i��� 	�8 �&:*��%H�(���;���W� G��������������,G���:���8GB,�0���.�
���,:�%��9���i�(�����'�9����:�%���:��,�L� E�� !�����8 GW��8 ��1�� 8.���E�(�����f12��#�#&� � �(����� �(���������&%�G��,���0G������������,5���� %����(�
��� �"dH&
I - �&�,B�����#�� �41������(�,�����,M

�b� �����JG�%&�����,�Y�*�(�&����8.��! ���@��8 �.�`8 �Y5��,����8 :Y�����J��� �J7+�(�,����8.��� �(�=16�,#�#�� ���(�����;���(���&����%�G,�����
�(���F�p��� �.���� �(���,� ���'%&���/�(��� -K%&� �&12��i�,�p��-LdH&
I �.��:�8.G�M$�b����%��`�;�+���,�m!������/� �^-S�`�����&�;��8 ��� ��-
�'��%�� �/G,������8 �����������.)j��- �4���W�F�(�U�����;���Jd$&
I 1����,��8 G����(�

ψ
�5��,�E�����U�&���@��8 �j��-L���H�&���E8 �o�(���

8 ��1&%&�0��������M �/�&��dH&
I 1����,��8 G����(�<�����4���(���;8.G'-K�����<%�� �������08.������8 ��16���(���$�(�JGW���,GW	7�����,�������
�<���+��� 8 � ����� ���+�����(���F�/�(��� ���3����8.��:j�������IG�%��������Y���.) 12��8 �Y���/���3!H�����,�������f�j16�,#�#��.����8.�(�I�
G��,���W��8 �j��%��<#2���`�����E#2���,�;1&�9��G,���j����� ���+����!������^�(���,�i���&�H���������p�4G,���?�W��8.�j�9��#2��� !������,�������
��� \�q ++\ �����j�eG����?�W��8.�C�9��#6�,� � �;�����@���A�(��8.�*��%&#�@���G^�o8 � �����J���87H�<����G^�(8.��� �^!p�����C�����,�������
�b�i�;���+�����0������!28.�e- ��G^�3!��(�&�*�(���;�4���+����M + ��8.��:�� �
dH&�I 1����,��8 G����(�'8 �f16������?-K%�� �,����%�:��e�(�
16�,��-K����� �������>)+��8 �'��- �����J�����9�F�(8 ��������8.1 #6�^�b�i�,��� ���Y) �+%&�<#6�,�<��-/�&�H���,��!`�����C8 �&G�� %&�����'�(���
��#�8.� 8.�b)e�(�I�(�,���*-K���'�����;1&����������G,� ��-/�����+���@���35+8 �&:=G��,���(��8 � ���,�9����8 ��������8 1&�4��8>�(� ��� �`��-i�(���
���(�&���f���H�&��� ]`PS_���aA�H_ ���������<#2����8 ��:�8.���U�.�HG����(8.���=����� ]`PS_���aA�H_ ���C5�%�8 ��8 ��:o�(���F� �;12��#&#�� �
#6�
1��9��G����
���
�����E���H�&��M +U� �f������%��.� ��-�����8 � ��#�8.� 8>�b)�!3�(�&�i��%��<#2��� ��-�12��#�#&� ��� � ���&�*����16�,G�8 ��� �>) �(���
��%��<#2���0��- +�k a��WX�k 16�,#�#�� �,���U�&�����&���D�(�J8.�;1&� �������Y� !4d$#P5�%�����8 �,��8 �U�����&%�G��,� ��8 :��&8.B�G����Y�(�.)�!
��� ���'��8.� �L������ 8 � 	 ����1&�(�,���+M

�U�H-K������%����������.)�!"�,5���� �(����%�:��AdH&
I � ��:�8.G
8.�4�@�i�,� � - %����&�����?�(�+�H�e�(�+���m!68.� 8.� ��� ��� 	�������
�(���F�p�
	�G�8.���Y�i�^5���� %��F�(8 ����1&���+G����&%����,�E-K����dH&�I � ��:�8 Gi-K�����<%�� ��� � 8 M ��M.!Y�^5���� %�����8 ���o1����HG,����%&�����
��8.���7� �,���U�������D�Y)+16�,���87&12�����,�Y�(89��� �(8.�;�'G�����1��.�J7H8.�b)��/���J�������J7H8 �?�3M �f� ���,5����,! �,5��,��) d$&
I
1����,��8 G����(� G����I#6� ����1����������Y�(�,�=#Y)I�j#6�����(��� - %�1@�(�����4��%H�(���;���(���"!H����8.GW� Z�X�c #6� �^5���� %��F�(���
8 � �.8 �������o�(8 ����M �/��8 �J�;��	����@�����D%����=��-*dH&
I�� ��:�8.G�-K������8.#�� ��-K���@%&�(��:��=8 � 12��#�#��.�e�������
�(���������&%�G��,����M��

� �E������%�� �o#2�f�&���(�,���������p��8.��G�����%�� �,� ��8.�(�;dH&�I 1����,��8 G����(�,�p1����5+8 ���f� ������8.G,�p��%&16�,�����^�i��-
�(����1����^5+8 ��%�� �;�+���,� ����&�,�(�,G,��8 ���<G���1���#&8 � 8>�(8.����! ����� ���.��1����^5H8.��%�� ������%��.��� ���*1&����� �;�)4���(�����?-K���
�(�<1H���(����8.�(� dH&
I � ��:�8.G�M 4 �0���35�� �����������J�(�<#2���.8 �,5���!H����i�^5����,!��(���F� �������i������%��.��� ���J1H���(�
�� 9sjQ8 ,5/X).-*P`+.45- 8 V*-0/h'*fpfqji8]t�*[fp-)(^6p+LZ5) ,����36WT[ji/h-0']),-]P`r -0j0' ,[).- / ,5fW- jQ8*T[R56Y+h6p8]T[) '*/.- -QV ':f ,[':+.-0R 6pT fp6WT5-`':/b6pT[),+.-`'*R8*9 ji8]T[)L+X':Tq+ +h6pt -/1��0,[/,+h45-Q/ht 8*/h-*P�! - ).458/,5fWR t -QTq+.6W8*TB+.4[':+�8/,5/�-0'*/.fW6p-0/ ,[T0*5/h8 V*-QTB'*)h),-0/,+h6p8]T�+.4[':+�8/,5/RS-`ji8]t�* 8]).6p+.6W8*T�':fWe*8*/h6p+.45t 4s'*) )-,5r - ( *s8]T5-QTq+h6W'*f3+.6Wt - ji8*t.*5fW- (S6p+LZ%67) *5/h-0RS67jQ':+.-`R%8]T�+h45- 9 ']j + +.4s' + & O fW8*e]6WjN9g8*/ht ,5f7'*)\j0':T�rs- /h-)*[/.-`),-0T]+h-0R 6pT�+.4[6W) !3' Z 1



��� �/� ��� 
 ����� � 	�� �
� � � ��� ����� � ��� � �	����
 � ��� � � ����� � 	 	�� � ����	 � R

���(�����?-K���'�(�7��%&�*1&���<���H���,�mM��b� 	 ����1&����� �e�i�@��8.� �p���&� � ������� /`��:����.-K��8 �^�<���&� d=�����^�(� � �
���,G�����12����8>�(8 ��� ��� 2�� ��� ��� ��1�1&� 8 �,�U��� ��%�� d$&
I - �J7+���������,�A1H��� ���H�&���mM�I�%������,G�����16����8.��8 ���
���.:�����8.�(�&� ���,G�����12�����,�<���

n - 1H���'�(�����'%������od$&
I �J7+�(�,����8.�����
8 �Y�(�
n − m + 1

�b�/����� � -K���
�����;�

m
�^! ��- ����8.GW�C�����>)D�(��� k>XFV^_ �b�/���j��G,�(%���� �>)D%����,�
�����@�87H���(�=12��i�,�*1����5H8.����� #�) �(�&�

dH&�I �J7+�(�,����8.����� , �(���������������E��������5�%�8>5���� �,���p��� � �������3����8 �>)<G�����5����?�(���;8 �Y�(��� ����:�%��9��� �b�/���(�,M
.���� ����:�%��9���$�b�/������!Y8 �Y5��������/�b)H12�/8 �H-K�����,��G��/8.� 12������8 #��.� 8 �*�J7H16�������Y�(8 ���H��8 ����!F����8 �.�i-K���`d$&
I -�87H�������&���J�b�/������!�8.�Y5��������0�b)+12�08.�&-K��������G,��!H�����0G,�����&�����?�(���&����-"�����0�b)+16�UGW����GW	�8.��:o��� :�����8>�(����!
8.�i12������8 #��.�08 �@����%�#��.���J7H12�����,����89���2�(8.�;� � ��� M �48>5��,�J�(���0- ��G,� ������� �87&��G,���.);����� ��- �����0�b�/�����
:��,���������(�,�7#Y)=��%��0���,G�����12����8>�(8 ���=���.:�����8.�(�&� %����,���(���<dH&
I �J7+�(�,����8.�����,!L�(���
%����*��-�dH&
I
8.��G����3�������<�(�&�I��8 ���@G,���;1&� �J7H8>�b) ��-f�b)+16� GW�&��GW	�8 ��:A#Y)C����� �87+�(�(� �J7H12�����,����89��� ! )+8 ���.��8 �&:D�
��� ��������-

n−m+3
�J7H12�������Y��89���.�i8 �&���(�����@��-

n−m+2
M �f��i�^5����,!�#Y);%&��8 �&:jdH&
I ���&�0G3���

��-S�����A8 ��1�� �,�;�,���
���.:�����8.�(�&�;��%&��8 �&:=� �,���
:�� ��#����`16�,#�#��.����! ����8 GW�C8.�;1&� 8 �,���(���F�
n − m

G����
��-S�����I#2�'���@��� � �,�������,�=�j1&��� � �f��� :�����8.����� �@��	����/:��+�+��%&���4��- dH&
I �87H��������8 ���&��M��/��8 ��G����
��8 1J�(�&�'��G3���.�48 � - �35���%�����- dH&
I - �J7+�(�,�������e1&������M

���12$� ,��� ��� 7�<�	�
 ��� 	�� ����	�	 1 �8�B	�� �L>����(�j�(�&�6/`��:��,�.-K��8 �,�`�����@d=�����^�(�H����2��Q����G,��� -12����8>�(8.��� ����� ��%����J7+�(�,������� 5�������8.��� ��-U�(���F�@���,G�����12����8>�(8 ��� ����5�%�8.���I�(��� 9 %&1����+���(8.��:=:J��-
�������,��! 8 M ��M.!6��������:Y���&8 ��8.��:@�����*�(�����j���J�(����� �J��8 #6�������Y� ���+���<8.� ���������*�(��1"M �U�&-K���?�(%������(�,�.)�!
����� �(����� - #��������I�(���,�
���+����� %������e#�)K/`��:����.-K��8 �^�f�����=d=�����^�(�=�&�H�,�U�����U����1����������Y�0����8 ����1 -�,�(����8 ����5����?)e�����.� ,/���7%�1����H�������=�����,�*8 �UG�����1��.�,�(�,�.) �&8 #6�����,�Y�0-K����� �����*����8 :�8 �����"�����,��!"�����
������1����HG,�������(�����i8 ��%����,�I���<G�����������%�G^�/�(����%&1����+���(�,�@�(������8.�i�����(���,� G����;1��.8 G����(�,�"M,.����p�(���F�
���3�������"!6���j%����j�@��8$#L�,�����Y�U�(���,�<���H���,� ,i���j���,1����,���,��� �����,��� ���0%�����8.����G^�(�,�D���+���(�,�D��G,)+G,� 8 G
G,�������,G,�(�,�D:��(��1�����M6�/��8 �U�@��	����0�����<%�1&���+���(8.��:@��12�������(8.�����J7+�(���������.)e8 �Y��%�8.��8.5��!, 8.�0��8.�;1��>)
G,������8.����� ��-E�����.��G^�(8 �&:e�J�&8 #6�����,�Y�4���+���3M(I�%����(�����j���H���,� ��8$#L�,��� 8.�D�������<���������4����16�,G,���
���
�����.� , ���
%����
� ��#2��� �,� ����:�����!2���&�e���oB�7H���e���,�9����8 ��������8 1 #2�,�b�����,�D�j���+���4�9��#2��� �����������'�9� -#2���.����-L�(���U8 ��G,8 ���,�������&:����,M;+U�@�,��:��0G����J���35�� �
��8$#L�,���,���i�9��#2����8.�@�,8.�(�&���i�&8 ���,G,��8 ���"!Y����8.GW�
8.� ��8.�;8.�9���p�(�j�(�&��- ��G,�/��������8 �I�<������� - #������,�I�����,��!��(�&� ����:��4��%��<#2���/:���8 ��:<-K����� �o�&�H�������
8>�(�/1��������Y�f8 ��%���� ��#2��� �,� ����8 �.���(���4�(���;�4���&:��48 �I���^5��������
��8 ����G,��8 ��� ����%��.�e#2�4�9��#2���.���J��8.���
�o16����8.��8.5��'8.�Y�(��:�����MN�/���*���&�.) ����������8.G,�(8.�������e�����
� ��#2��� 8.��:j��- �(���'�(���,�
8.�/�(�����0���.� ��%&�(:���8 ��:
�,��:��4�9��#2���.� ��- �j���H�&�'�*%����f#2� %���8G5�%���M

�'� ,B� 02143 � ��� ���� � ��� � ��? � ����? ��< �
	������	�����	�	���������������	����
d�8 � � �,�e���mM �1�����4�������,���I�(���F�I16�,#�#�� �7�����,� ���(���&����%�G,������G���� #6�D%������ �(� ���H���,�0�(�&�

G���1���#�8.� 8>�(8 �,� ��- ! d$# ���(���&��-K�����@����8 ��� � ����:�%���:����,Me�b�C������8.�*���?�(8.G�� ��! �����,) 8 �&G�� %&���J�����;��� �
�87����;1��.�U��- ���� �*16�,#�#��.�f�������U�(�(��������%&G������i��%&� �J#2����#&� ���(�<12���?-K����� �
1������������@�@����GW��8 �&:
��12�������(8.���"M �U����,5��,��!+�(��8.�`8 � �����/-K%�� ���87+�(���Y�p�(� ����8.GW��������8.�p���������?�(8 ���������p#6�,���o5�����8.B��,� , ���
���F�(��!����I��G,��%���� �������.)+��8 � ��- �������(�,GW����8G5�%��,��#�)@����8 GW�I12��#�#��.�0�(����� �(����������%�G��,����G3�������+�����
���(�����?-K�����;����8 �����9���&:�%���:��,� ��%&GW�e��� !L&�# � �������?-K�����;���(8.����� � !L& # � �6����&
�"����� !*)�%����?) � %'%
�
8.�*�9��GW	+8.��:�M7�b� 	 ����1&�(�,� �H! ��� 16�,��-K����� ��%�GW� ��� �������.)+��8.��!`G�������8.������8 ��:78.�;1&� �������Y�(���(8.�����



� � ����� ����� �
	�� � ��� ���

%���8.��:�#6�����DdH&�I - � �,���������DdH&�I - �J7+�(�,�����,�D1&���U�;�+���,� ��M I�%��U�������.)+��8.�f��������0�(�����012��#&#�� �
�(�����<�(����������%�G��,���'�����o��#�� �
�(� ���H���,�`�J�9����:��<��%��*#6�,� ��-EG������?�(��%�G,���4�������'�����o�35���8 �9��#�� �'8 �
!L&�#�� ���&�O!*)�%��,��)�!2����:Y�������.��������-$�����^�(���,�f�����
dH&
I �87H��������8 ���&�U�����4%����,�"M�U��i�^5��,��!Q�(���
�������>)+��8 �<��� ���D���,5��3���.�o������� %������Y��8 G�8.1�������� � 8.�;8>�(��M �b� 1����?�(8 G,%��9����!`8.�*�(%������o��%&�j�(�����o�(���
���,G�%�����8.5��j������%����<��- !L&�#�� 8.��1�����#�� �,�@�F�(8 G -K���U16�,#�#��.�*�(�����*���(��������%�G,�����,! #6�,G3��%���� !L&�#�� � �
���,G�%�����8 ���;���,1&�(�;8 �p%���#2��%������,�"!H���&8 � �/�����U��%��*#6�,�E��-"12��#�#��.���E8 �;�'12��#&#�� ���(�������(�(��������%&G����
8 �/#2��%����&���"M

�/������%�:�����%&� 	 ����1&�(�,� �H!������,�=�i�*������G���8.#6�
8 ��1�� �,�;�,�Y�W����8 ������-K��� !'&�# � �����$!*)�%��,��)
G����&���(��%�G,����! ���JG�������8.�����'�(���;8 ��1�� 8.G3����8 �����0��-/�(���,���J8.�;1&� �������Y�(���(8.������-K���4�(���;��%��<#2���*��-
:�� ��#����E16�,#�#�� �,�o8 �C�(�&��������%��.��8 ��:D12��#�#&� �J�(����� �(����������%�G��,���,M�I�%��o�������.)+��8 �j���&� ���o�(�����o8 �
1��(��G,�(8.G���! %���8 ��:��(����8 ��1��.�������Y�W����8 ���7����GW���&8G5�%����
�(�����'���@���,��G���8 #2��! 8.�'8 �'�����
%���G,���;�����
-K���012��#&#�� �,�0�(�J#2�<�.�HG����mMf�b� ������8>�(8.���"!Q�i�*B����7�(���F���������D�����odH&
I - �J7+�(�,������� 1&��� ���H���,�
8 ��%&�����L! ������dH&
I - #������,� ��%��.��� �����4�����.)e�����.17�(�I���,��%�G,�o�����<�(���W��� �+%&�<#6�,� ��-E16�,#�#��.���48 �
:����&���(���m! #&%&�*�����,)A:����&���(��� �.)A���.� �� -K���<�=������%�G^�(8.���C8 � �(���;��%��<#2���<��- +�k a��WX�k 16�,#�#�� �,�j���
�i�,� � M

���1E$� � � ����?@�B	
�/���f���,�@��8.�����,�E��-6����8 �`�(�&����8.��8.�p#�%�8 �>�p%�1J���p-K��� � ����,M 	 ����1H�(��� � �9�3)+�E��%&��������G����&G���1H�(��!

���,B���8.��8 �����*����� �����W����8 �����'�(���F�o�����@%����,� 8.�C�(��8.�
��������8 ��M 	 ����1H�(��� �e���,B��&���o��%��<12��#&#�� �
�(�����
���(���&����%�G,��� ���H�&���mM 	 ����1H�(�����J���,1����+��%�G,���L/`��:��,�.-K��8.�,�0����� de�����,��� � � ����G,���;12����8.�(8.���
���,��%��>�
-K���'��%��'12��#�#��.�;���������(���������&%�G��,�*���H���,�m! �����C��������*�(�����*12��#&#�� �o�(�����;���(���&����%�G,�����
��8.���

n
12��#&#�� �,�i��-"���&8 GW�

m
�����0�.�HG����QG3���J#2�0�&��G����;12�����,�J8 �Y���

n−m+1
�b�/���(��M 	 ����1&�(�,�

�*�������.)�B��,� ���� ��� G3��� %�����12��#&#�� �0�����,���(�(��������%&G������ �(�j8.�;1��.�������Y�p�(����-K�����(%&�����i��- !L&�#��
�����$!*)�%��,��)�!"�����=���� �����*�&����G,��8.#6�,�D8 ��1�� �,�;�,���(���(8.��� �(�,GW����8G5�%��,��8 � �%����&G��*�����<��%��<#2���
��-�:�� ��#���� 12��#�#&� ��� �������'�����j����5�%�8.���,� �����87H��G�%H�(�J�J���(�����?-K�����;����8 ���"M 	 ����1&������ ��8 ��G�%������,�
�(���4G,����G��.%���8.����� ��������G3���e#2�4���(�3���I-K����� �(���4���,��������GW�e1����,�����Y�����78.�I����8 � ��������8 �,M



	 �*+�� � / . �

� �)� � � 
 � � 	�� � � �

%$� ����� � � �0�8�������?�� �
�/�&8 � GW����1H�(��� G,���Y�W��8.���L�(�&�`�@���������;����8 G3�������^B���8>�(8 �����L�(����� �����`:���8 �&:i�(��#2�`%����,�4��������%�:�� -��%H�0�(�&8 �U��������8 ��#&%&���(�����4�����*���������,� �;���(�,��89���mM �/���<#�����8 G,���@�3)e#6�
��	�8 1&16�,� #Y)e�������������

����� ����� ��� ���3���H) - ����8 �.89���<��8>�(� G������������.) %������ �@�F�(���,�@����8 G����U�&���W����8 ���&��M �/�&� ���(���,�
����G,��8 ���&�fG�����������#6�4��	�8.1�16�,�"M

%8�/%$� 
 � ��?@� �

[ X�_ �HR�X�k c �+hM�^\^RWV�� �/��� ���^�e��-<������%��(������%��<#2�����
{0, 1, . . . }

8 � ���,��������� #Y)
N

M .����
k, l ∈ N

!
[k, l]

���,�����(�,�/�(���4���^�
{i ∈ N | k ≤ i ≤ l}

M
O"\^_SV�� �/���
����1&�b)e���,�08 �f�����&���(�,�D#�)

∅
M*.����0�����^�

A
!Q�(���*G3������8 ����� 8.�b)J��-

A
8.�U�&�����������

#Y)
|A|

!
P (A)

8 � ������16����������,� � 8 M ��M.!����������,�E��-L���.�&12������8 #��.�/��%�#����,�����`��-
A

M�&H�^�������*#6�,�����&8 1
��- ������� �,�;�,�Y�

a
8 �e�����,�

A
8.�f�&�����������7#Y)

a ∈ A
!������
%&��8 ������- �b�i�;���,���

A,B
8 �������&���(�,�

#Y)
A ∪ B

!p�����J��8$#L�,���,��G�� #Y)
A − B

���&�C�(��� 8.������������G^�(8.��� #Y)
A ∩ B

M .����<���^�(�
A

���&�
B

!6�i�j���^B����<����� q�P V��3aFPSc�_�(mV\^_KV)( �+c�PmaFc !6����8.���(���
A ∪ 6∩ B

! ���
A ∪ B

�������
A ∩ B = ∅

���&�
%��&���,B��&���o���(�&������8.����M � �/�&8 � ��16�,�(������� ���.� ����$%�� �(�0�J7H1����,���`1������(8>�(8.����8 �&:f��-2�0���^�`8 �*�0��8.��:�� �
�?�W�����������Y� <H��M :�M.!

A = X ∪ 6∩ Y ∪ 6∩Z
�87&1&���������,� �(���f- ��G,�E�(���F�

A
G3���@#6�U��1��.8.�E8 �Y�(�'#��.�HGW	��

X
!

Y
���&�

Z
M �

� k � �&X��^\^_SV��/V^_ R^PSc�+FV@X�c2q=k>X�c�+��&X ++\WV�� +0� X�k � �&X��^\^_ 8 �'� B���8.���o���,��M .����4��� ��� 1&����#2�,�
A

!
�J�?�(��8.��:

w
�5����

A
8.�0����8>���(�,� ���

a1a2 · · ·am
��8.���

ai ∈ A � -K���
i ∈ [1, m]

�^!6���������
m ≥ 08.�fG���� �.���I�(��� k \^c�+�_ � a . w !2���,�����(�,�

|w|
M/�b�D�;�?�(��8.��:

w = a1a2 · · ·am
!2�����*�?)+�<#6���

ai � �(�&�
i
�(�C�?)H�*#6��� �48.�*���,��������� #Y)

w (i)
M$�/�&�J����1&�b) ������8 �&:7�5����<���Y) ��� 1�����#6�^�<8 �'���,�����(�,� #Y)

λ
M .����'���Y) ������8 �&:

w = a1a2 · · ·am
! ���@���^B����@�.�,-S�

(w, l) = a1a2 · · ·al � -K���
0 ≤ l ≤ m

�
���&� � �,-S�

(w, l) = w � -K���
l > m

�^M 4A� %����
A∗

�(�D���,�������J�(���J���,�o��-U���.���?�(��8 ��:��*� 5����
A

M
.����

n ∈ N
!
A≤n = {w ∈ A∗ | |w| ≤ n}

8.�4���������,�*��-/��� �`������8.��:��'� 5����
A

��8>�(� � ���&:��(�A���
�������

n
!
A<n = A≤n−1 8 �j�(���I���,����- ��� �i�?�(��8 ��:��o�5��,�

A
��8>�(� � �,��:��(� �.�����o�(�����

n
!i�����

An = {w ∈ A∗ | |w| = n}
8.�;�����=���,� ��-'��� ��������8 �&:��@�5��,�

A
��8>�(� �.����:���� �J7&��G^�(�>) �C5�%����

���
n

M .�������� ���.1�����#2�,�
A

���&� �b��� ������8 �&:��
v, w ∈ A∗

!0�����,���
v = v1v2 · · · v|v|

�����
w = w1w2 · · ·w|w|

! �(��� ZWaFcLZ�X�_ \^c2X�_ PmaFc a . v X�c2q w ! ���������(���
v · w

���
vw

! 8 �'���,B������ ���
vw = v1v2 · · · v|v|w1w2 · · ·w|w|

M
npX�R _b\WV^P X�c � R(a�q��QZ^_�� .����

n
���^�(�

A1, A2, . . . , An
! �(��� 	 ����������89��� 1����+��%�G^�'8 �4���,B������ ���

A1×A2×· · ·×An = {(a1, a2, . . . , an) | ai ∈ Ai (i ∈ [1, n])}
M%+U� �/�����W����8 ��������G�����5�����8.����G,��!

� /



� � � � �����	
 � � � � ��� � � 	

�i�I��� ���D�&�,B����
〈A1, A2, . . . , An〉 = {〈a1, a2, . . . , an〉 | ai ∈ Ai (i ∈ [1, n])}

M +U� ��� �,�;�,�Y�
(a1, a2, . . . , an)

��-$� 	 ����������89���J1&���+��%�G,� ��-
n

���,�(�/8.��G���� �.���@���
n - �(%�1&� ��<

2 - �(%�1��.���i�����UG3���.� ���
1���8.����M

� \^k>X�_ PmaFc&V�� + ���^�
R ⊆ A × B

8 �<G���� �.��� ��� ��PSc2X�R r �7RW\^k>X�_ PmaFc a���\^R A X�c2q B MP.����j�
���,�9����8 ���

R
�5����

A
�����

B
!������ � ���,�

A′ ⊆ A
!
R (A′) = {y | x ∈ A′

�����
(x, y) ∈ R}

<
�������=�(���F�

R (A′) ⊆ B
M .����

R ⊆ A × B
!
R−1 = {(y, x) | (x, y) ∈ R} ⊆ B × A

8 �
�(��� PSc���\^R(V\ ��-o����� ���(8.���

R
M �/���CG����;12����8>�(8.��� ��-j�b��� #�8 ������) ���,�9����8 �����

R ⊆ A × B�����
S ⊆ B × C

!/���������(��� #Y)
R ◦ S

���
RS

!/8.�J� �����9�F�(8 ��� �5��,�
A

�����
C

���,B������ ���
{(x, z) | (x, y) ∈ R

�����
(y, z) ∈ S

-K���/�����;�
y ∈ B}

M �/���
n - -K��� � G�����12����8>�(8 ��� ��- � #�8 -�����?)D���,�9����8 ���

R ⊆ A × A
��8.���A8>�(�����.-�8 �4���,���������C���

Rn ! �����,���
n ≥ 1

<
R0 �&�����������'�(���

8 ���,�Y�(8.�b) ����� ���(8.���
IA = {(x, x) | x ∈ A}

M0�/���e��� ��J7H8.5��=�(��������8>�(8>5���G�� ����%����e��- �A#�8.������)
���,�9����8 ���

R ⊆ A× A
8 �
R∗ = R0 ∪ R1 ∪ R2 ∪ . . .

M
� �HcLZ^_ PmaFc&V�� + .8�HcLZ^_ PmaFc f . R(aFh A

�(�
B � �&�����������

f : A → B
��8 �;�A����� ���(8.��� �5����

A
���&�

B
8 � ���&8 GW�"! -K���*���Y)

a ∈ A
!
f ({a})

�����j�F�<�������j�����J���.�������Y�3M=� -
f ({a})

�����
�J7&��G^�(�.)7�����o���.�������Y�3! ���;���,�������o����8 �4�,� �������Y�'���

f (a)
Mo� -

f ({a})
8 �4����1&�b)�! �������

f (a)8 ��%����&�,B����,�"M + -K%&��G,��8 ���
f

8.� _ aF_mX�k 8.-
f (a)

8 �����,B������=-K���0���.�
a ∈ A

!Q8.�f8 � PSc �3\WZ^_ P���\ 8.-$-K���
�,5�����)

a1, a2 ∈ A
-K���p���&8 GW�

f (a1)
�����

f (a2)
�����U�&�,B����,�"!&8>-

a1 6= a2
�(���,�

f (a1) 6= f (a2)
!

�����A8.�
8 � VJ�HR �3\WZ^_ P���\ 8>-
f (A) = B

M�� -f��-K%&��G,��8 ���C8.�
#2����� ��%&� @���G^�(8>5�� ���&�C8 �A@��,G,��8.5���! 8.�'8.�
G3���.� �,� ��P �3\WZ^_ P���\ M

n�aFh � �+_ X�_ PmaFcJR(\^k>X�_ PmaFc&V�� .����`��#�8.������)*���,�9����8 ���
⇒

�5��,�
A

�����
A

!Y����� ���(8.���
⇒∗

8 � G���� �.���
�(��� ZWaFh � �+_ X�_ PmaFc R(\^k>X�_ PmaFc a . ⇒ M + ���C5�%�����G,�

a1, a2, . . . , an
��8>�(�

ai ∈ A � -K���
i ∈ [1, n]

�
�����

ai ⇒ ai+1
� -K���

i ∈ [1, n− 1]
�$8.� G3��� � �,�<�	� c�PS_b\0ZWaFh � �+_mX�_ PmaFcIa . k \^c�+�_�� n ��r ⇒ V^_mX�R _ PSc�+

]`PS_ � a1
M + ����5�%����&G��

a1, a2, . . .
��8>�(�

ai ∈ A
���&�

ai ⇒ ai+1
� -K��� ���.�

i ≥ 1
�U8 � G���� �.���D���

PSc � c�PS_ \;ZWaFh � �H_mX�_ PmaFc ��r ⇒ V^_mX�R^_ PSc�+e]`PS_�� a1

M + G,���;1&%&�W����8 ���=8 � ZWaFh � k \^_b\ 8.-E8>� 8 ���,8.�������
8 �&B���8.��� ����8.-$�(���,���'8 �����

an+1 ∈ A
��%&GW�=�(���F�

an ⇒ an+1

M��b�������'�9�����(���/G�������!
an

8.�fG���� �.���
�(��� R(\WVJ�+kl_ ��-$�(���4G����;1�%H�W����8 ���"M

%$�128��� ��� 7�<�� ���� ����	�	��
%$�128� ��� � ��� 7�<�� �L+ +�R�X � � 8.� �iB���8>�(��! ����������1&�b)�!F%����&8 ���,G,�����4:��(��1�� ��8.�(� � ��#2��� �,�����+�����

����������:�����M��/���f%����&8 ���,G,�����J�,��:����
{u, v}

��- �4:��(��1��J����������1&���������Y�(�,�I�����
1���8.�`��- ��8.���,G,�(�,�
����:����

(u, v)
�����

(v, u)
M*/`��:��*� ��#2��� �f�����*��8.���,G,�(�,�"!"�����e�����*� ��#6�,� �f��- �����*��%H�(:���8.��:�����:��,�

��-
�C���+���D�<%��?�I#6�7�&8 ����8 ��G^�3M .������;��� �>)�!/� +�R�X � � 8.� � 1���8.�
g = (νg, εg)

G,������8.����8 ��:C��-
�AB���8>�(���(���(�������H�&�7�9��#2���.8 ��:D-K%��&G,�(8.���

νg : Vg → Σg

����� �AB���8>�(�e�����W���U�,��:��7� ��#6�,� 8.��:
-K%���G^�(8 ���

εg : Eg → Φg

!Q��8.���
Σg = νg (Vg)

!
Φg = εg (Eg) � 8 �e���(���,�U�������&��!

νg
�����

εg
�����

��%�� @���G^�(8.5����'�����
Eg ⊆ Vg × Vg

! ���35H8.��:
(u, v) ∈ Eg

8.-������ ���&�.) 8.-
(v, u) ∈ Eg

!`���&�A-K���
��� �

(u, v1) , (u, v2) ∈ Eg
!
v1 6= v2

8 ��1��.8 ���
εg (u, v1) 6= εg (u, v2)

M + :�����1��
g

8.�j� +�R�X � �
a���\^R Σ X�c2q Φ

-K���J��� �
Σ,Φ

-K��������8 GW�
Σ ⊇ Σg

���&�
Φ ⊇ Φg

M �/���=���,�J��-'��� �f:�����1����



� � R � �
��� � � 	3� �
	 ��� � � 	 � �

�5��,�
Σ

�����
Φ

8 �<����8.�������
GΣ,Φ

MP.����o�D:�����1��
g

�5��,�
Σ

���&�
Φ

����� �D��%�#����,�
Σ′ ⊆ Σ

!
Vg,Σ′ = {u | u ∈ Vg

�����
νg (u) ∈ Σ′}

8.� �(���4���,�f��- ��� �"�&�H���,��8 �
g

�������U����� �9��#2���.��� 8 �
Σ′

M
.����p� :�����1��

g
!
Vg

8 � �(�&�f���,�E��- cLa�q+\WV(� ��� ��\^R _ PmZW\WV � ��-
g

!
Σg

8 � ���������H�&�f� ��#2�������.1�����#2�,�
��-
g

!
Φg

8 �i����� ���&:�� �9��#2���L��� 1&����#2�,�/��-
g

!����&�
Eg

8 �i����� ���^�U��- \�q ++\WV ��-
g

M�.����i�����W�F�(8 �������
G,���Y5����&8 ���&G���!�8>-$�<:��(��1��J�������
�������0��8.��� �<��%�#&��G���8 1&��!���M :�M

g1

!H������� ������8 �.�2����8.�(�
V1

�^�(G�M
8.�������3��� ��-

Vg1
M + :��(��1&�

g
8.�'� VJ� � \^R@+�R�X � � ��-/�������(���,�
:�����1��

g′
! ����8.���(�,�

g ⊇ g′
!$���&���

νg ⊇ νg′
�����

εg ⊇ εg′
M;�/�&� VJ��� +�R�X � � ���,�9����8 ��� � ⊆ �/8.�����,B��&���7������� ��:���%����.)�M .������j:��(��1&�

g���&�D�;���,�
V ⊆ Vg

!6�����
V (bPSc2q��QZW\�q;VJ��� +�R�X � � ��-

g
8 �f���,B��&��� ���f�(���<:��(��1��

gV = (νV , εV )
!

�����,���
νV (w) = νg (w)

-K���*��� �
w ∈ V

!
EV = {(u, w) | (u, w) ∈ Eg

�����
u, w ∈ V }

�����
εV (u, w) = εg (u, w)

-K���@���.�
(u, w) ∈ EV

M � �(��1��
g′

8 �;��� 8 �&��%�G��,� ��%&#�:��(��1�� ��-
g

8>-
Vg′ ⊆ Vg

�����
g′

8 � �����
Vg′ - 8.����%�G,������%�#�:��(��1�����-

g
M

.����p� ���+���
u ∈ Vg

!���%&�
g (u) = {εg (u, v) | (u, v) ∈ Eg}

8 � ���������,�E��-6�9��#6�,� �`��-6��%&��:���8 �&:
�,��:�������-

u
M .����

u ∈ Vg
�����

φ ∈
��%&�

g (u)
!
φ〈g〉 (u)

���������(�����(���I%��&8G5�%��
v ∈ Vg

��%�GW�
�������

εg (u, v) = φ
MI� -/�(�&�@8 �Y���������,�C:�����1��

g
8.�
G,� ����� -K�������(�&�;G,���Y�(�J7+��! �i����8 � �p��8 ��1��.)

����8.�(�
φ (u)

ML+ � X�_�� 8 �0�J����5�%��,��G��
v1 · · · vn, n ≥ 1

!6��-E��8 �?�(8 �&G,���&�H���,�
vi ∈ Vg

��%�GW�D�(���F�
(vi, vi+1) ∈ Eg

-K��� ��� �
i ∈ [1, n− 1]

ML+ Z^r�Z^k \ 8 �0�J1����(�
v1 · · · vn

��8.���
(vn, v1) ∈ Eg

�����
n 6= 2

<�8.�(� � ���&:��(�j8.�
n

M + :��(��1��o8.� X+Z^r�Z^klPmZ 8.-28>�`G����Y�(��8 ���`�&�'G^)+G�� �,��M,+ :��(��1��
g

8 � ZWaFc�cL\WZ^_ \�q
8>- -K������� �21���8.���/��-$���+���,�

u, v ∈ Vg
!&�(�&�����4�87&8.�������o1����(�I��- ����8.GW�

u
8 �i������B����������+���4�����

v8.� �(���4�9�����3M
+ :��(��1&� ��aFh@aFh@aFR � �+P V^h -K����� :��(��1��

g1

�(�
g2

8 �����(���(���$-K%&��G,��8 ���
h : V1 → V2

��%�GW�
������� � 
�� -K������� �

u ∈ V1

!
ν2 (h (u)) = ν1 (u)

!Q����� � � �i-K�������.�
u, v ∈ V1

!�8.-
(u, v) ∈ E1

!��(�&���
(h (u) , h (v)) ∈ E2

�����
ε2 (h (u) , h (v)) = ε1 (u, v)

M + :��(��1�� P VaFh@aFR � �+P V^h 8.���o#&8 @���G^�(8.���
h : V1 → V2

��%&GW�=�(���F�0#2���(�
h

�����
h−1 �����':�����1��=�&���;���;����1���8.������M�4 �����=���������
�87H8 �����

���A8 �����;����1���8.��� -K����� �=:�����1��
g1

���D�e:�����1��
g2

! �����@:��(��1��&�<����� P VaFh@aFR � �+PmZ !$���&8 GW� 8 �
����8.�������

g1
∼= g2

M�+0� \�q ++\ ��������������1&��8 ��� 8.�/� 8 	�� �o���������;����1���8.����!H�87HG���1H�U��������8.���&�H�,�
����� ���35����(�U�(����8 �?-S)4G������&8.�(8.��� � 
Q� M%�/�����J7H8 �?�(�,��G�� ��-����
����:�����������������1��&8 ��� -K����� �f:��(��1��
g1

��� �D:�����1��
g2

8 �j����8.�������
g1
∼= ������� g2

!i����� �(����:�����1�����������G���� �.��� \�q ++\IP VaFh@aFR � �+PmZ M
.����*� �&���;���;����1���8.���

h
����� ���+�����

u ∈ V1

�����
v ∈ V2

��%&GW� �������
h (u) = v

!`��� �(�3)
�������U���H�&�

v ZWaFR R(\WV � aFc2qFV*_ba ���+���
u

#Y)���������������1&��8 ���
h

M*+U���@�����;8.��:;G,���Y5��,����8 ���7-K���
�����;��������1���8 ���;�"�����'8 �����;����1���8.������!�i�p��8 �.��%����

hg1→g2
-K��� ��� � ���&:���� ����������8.����������1&��8 ���

-K����� � :��(��1&�
g1

�(� � :��(��1&�
g2

M 4A� ��8.� ���.�3�35�� ��%&���(��� ����%���G,� :�����1��
g1

8.-
g2

8 ���
�;���(�&���;���(8.G3���H�J7H1����,����8 ���@�������E%������i:��(��1��

g1

���p8.���p�����.)<:��(��1&�;8.��1�%&��M .����p8 ���?�W����G,��!Y��8.���
���+���U����� ��#2��� 8.��: � ���^B����,� #6�,� ��*�^!

g2 = g1 [s]
-K��� �':��(��1��

g1

�����J�������f-K%��&G,�(8.���
s
!H�����@���

��8 ��1��.)�����8>�(�
hg1[s]

���o8 ����8.G3�����0�(�&�'�,��:��'8 �����;����1���8.��� -K�����
g1

���
g1 [s]

M
�b�H-K�����;��� �>)�!f�(��� +�k �HPSc�+ ��-j� :��(��1��

g2

���=� �&�H���
u2 ∈ V2

���Y��� � :��(��1&�
g1

���e�
���+���

u1 ∈ V1
8 � ��#&�(��8 �&��� #Y) �W��	+8.��:C�(�&�D%���8 ��� ��-*G,��1�8.��� ��-4�(�&�7�b�i� :��(��1�����!f���������

u1
�����

u2
�����@�;�,��:��,� 8.�Y�(� �7��8.��:��.�@���+��� ���35+8 ��:D����� �9��#2���E��-

u2
M�.����
�(��8.�<��12���(�F�(8 ���

���e#2�o���,B��&���"!
u1

�����
u2

�<%��?�'���35��@�&8 � @���8 �Y�4��%&��:���8 �&:��,��:����9��#2���.��! #2��G3��%����;8.-E�(���^) ���



��� � � �����	
 � � � � ��� � � 	

������! �(���7������%��.�;��8 � �������J#2�7� :�����1�� , 8>�;��8.� �����35��7�&%�1�� 8.G3�����=��%H�(:���8.��: ����:��=�9��#2���.�;���
�(���@���H�&�@�(���F�j�;�,��:��,�

u1

�����
u2

M?.����
�����J-K�����;���p���^B���8.��8 ��� ��-f:�� %�8.��:e��� ���C5�%�8 ���J�(���
-K��� �.���8 ��: ���,B���8.��8 ���"M # �^�

V
#6�e�(���D���,� G,������8.����8 ��: ��-'��� �f���H�&��� 8 � ��� �f:��(��1�����M �/���,�

hu1,u2,1 : V → V
���&�

hu1,u2,2 : V → V
�����=�����W���08 �Q@���G,��8 ���&��!/%���815�%����>) ���^�(�,����8 ���,�

#Y)
u1 ∈ V

�����
u2 ∈ V

!��������e�(����8 ��-S) -K���e���Y) 1���8.����-j:��(��1����
g1, g2

��8>�(�
u1 ∈ V1�����

u2 ∈ V2

!
hu1,u2,1 (V1) ∩ hu1,u2,2 (V2) = {hu1,u2,1 (u1)} = {hu1,u2,2 (u2)}

M �b� ��� -�����I�(� ��������������e��%�GW�
hu1,u2,1

���&�
hu1,u2,2

�J7H8.���3!���� ��8.� ������ :�8>5��A� 12������8 #��.�A�&�,B -��8.��8 ��� -K�����(���,�eM +0����%����=�(���F�
V

8.�;G,��%��Y�W��#&� ��!f���&� ��8.������%&�@� �����@��-4:��,��������� 8>�b)�!i�������
V = N.

�/���,����� G3���I���^B����
hu1,u2,1 = {(u1, 0)} ∪ {(u, 2u+ 1) | u ∈ V

�����
u 6= u1}

���&�
hu1,u2,2 = {(u2, 0)} ∪ {(u, 2u+ 2) | u ∈ V

�����
u 6= u2}

Mo� �
8.�4�3���?)7�(�I5��,��8.-S)=�(�����4���������
-K%���G^�(8 �����;�����(8.��-S)

hu1,u2,1 (V1) ∩ hu1,u2,2 (V2) = {hu1,u2,1 (u1)} = {hu1,u2,2 (u2)} = {0}
M

�0�35+8 ��:;�(��8.�0���^B���8.��8 ���L!6���jG3���7�&� � G�������8 ��%��*��8>�(�=�����<-K�����@��� ���^B���8>�(8 ���=��-E:��.%�8 ��:&M�.����
:��(��1����

g1, g2 ∈ GΣ,Φ

�����*�&�H���,�
u1 ∈ V1

�����
u2 ∈ V2

���35+8 �&:0��%&�
1 (u1)∩

��%&�
2 (u2) = ∅

!F�(���
+�k �HPSc�+<a . (g2, u2) aFc�_ a g1

X�_ u1

!�����8.�������
g1 [u1 ← (g2, u2)]

!�8 � �������o���^B������;��� -K���.� �����M%# �,�
g′1, g

′
2 ∈ GΣ,Φ

���j�(�����
g′1
∼= g1

���&�
g′2
∼= g2

#Y)J������12��G^�(8>5��48 �����;����1���8.�����
h1 ⊂ hu1,u2,1

�����
h2 ⊂ hu1,u2,2

M;4 �4�(�&���=���5��
V ′1 = h1 (V1)

�����
V ′2 = h2 (V2)

!2���&�
V ′1 ∩ V

′
2 = {h1 (u1)} =

{h2 (u2)}
M �f�� �.�,�

g′′1 = (ν ′′1 , ε
′′
1)

��8>�(�
V ′′1 = V ′1

!
ε′′1 = ε′1

!
ν ′′1 (h1 (u1)) = ν2 (u2)�����

ν ′′1 (u) = ν ′1 (u)
-K���I��� �

u 6= h1 (u1)
M �/���A:�� %�8.��:

g1 [u1 ← (g2, u2)]
8 � �(�&� G,�H��� -��8 �����(�^��8 ��� %���8.��� ��-

g′′1
�����

g′2
M �/��� �5��,��� ��1 #2�,�b�����,�

g′′1
�����

g′2
8 �������.) ����� ���+���

h1 (u1) = h2 (u2)
!p����� ���*��������� ���H�&���<���������J������8.�<���+���J� ��#6�,� �
����� ���35����&8 � @���8 �Y�<��%H� -:���8.��:@�,��:��<� ��#6�,� �,!
g1 [u1 ← (g2, u2)]

8.���@:��(��1��LM'+0�
g1 [u1 ← (g2, u2)]

-K%&� �.)IG,���Y�W��8.���
g′2

!
�(���=8 �����;����1���8.���

h2

-K����� :�����1��
g2

�(�
g′2

8 �J��� 8 �A@��,G,�(8>5��7�&���;���;����1���8.��� -K�����
g2

�(�
g1 [u1 ← (g2, u2)]

M*.����U�@:�� %&8 ��:
g1 [u1 ← (g2, u2)]

!Q���*��8 �.�$8.����8.G3�����4����8 �U��������������1��&8 ���
#Y)

hg2→g1[u1←(g2,u2)]

M �b� ������8.��8 ���L! �(���78.����������1���8 ���
h1

-K�����
g1

�(�
g′1

8 � ��� 8 �A@��,G,�(8>5��
\�q ++\ 8 ����������1��&8 ��� -K�����

g1

���
g′′1

!i����� ���
g1 [u1 ← (g2, u2)]

G,���Y�W��8.���
g′′1

!E8.�o8.�o��� ����:��
��aFh@aFh@aFR � �+P V^h -K�����

g1

�(�
g1 [u1 ← (g2, u2)]

M�.����o�7:�� %&8 ��:
g1 [u1 ← (g2, u2)]

!`�i� ��8 �.�
%����

hg1→g1[u1←(g2,u2)]

���D8 ����8.G3�����;����8 �<�&���;���;����1���8.����M �U�����@�(�����j:��.%�8 ��:e8 �<���������(����8.G
�4M �,M ��M

g1

�����
g2

!�8mM ��M>!/8.-0�i�7���5��D��%�12����:��(��1����
g3 ⊇ g1

�����
g4 ⊇ g2

!/������� ���D���35��
g3 [u1 ← (g4, u2)] ⊇ g1 [u1 ← (g2, u2)]

-K���j���Y)
u1 ∈ V1

�����
u2 ∈ V2

M��/�&8 �<8.�<������%����,�
#Y)D�(���j- ��G^�'�������

hu1,u2,1
���&�

hu1,u2,2
�����o%���815+%&���.)7���,��������8 �&��� #�)

u1
�����

u2
! ����� �������

�(���fGW���������J�&���;���;����1���8.�����
hg1→g1[u1←(g2,u2)]

�����
hg2→g1[u1←(g2,u2)]

�����U���.�i�3)+����%�#����^�(� ��-
hu1,u2,1

�����
hu1,u2,2

!&������16�,G,��8.5��,�.)�M
.����
�=:��(��1��

g ∈ GΣ,Φ

�����C�e�(���(���`-K%���G^�(8 ���
s : Σ′ → ∆

���^B������ ���C�������@�&���@��8 �
Σ′ ⊆ Σ
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¬∀x : ¬ψ

�����
¬∀X : ¬ψ

!����,��12��G,��8.5����.)�M
• ∀x, y : ψ

�?�W���&���f-K���
∀x : ∀y : ψ

<����,B��&���7������� ��:���%����.)@-K���/���H�&�'���,�f5�����8 ��#�� �,��!
∃G,�9��%&�����,!Q�������;�������(����� �b�i�o5�����8 ��#�� �,��M

• ∀x ∈ X : ψ
���W�������/-K���

∀x : (x ∈ X =⇒ ψ)
M

• ∃x ∈ X : ψ
���W�������/-K���

∃x : (x ∈ X ∧ ψ)
M

%$� ,B�/%8� 
 ?@��?@�BA ���� ����� � <�� �����	�� ��.Q���/�*�i�,� � - -K�����;�,�
A - dH&
I 1����,��8 G����(�

ψ
��8>�(�

-K�����p5�����89��#�� �,�
(F 
�� ��� , F  � � )

!������<��:�����1��
g

!�� ��PSc2q�PSc�+;a . ψ aFc g 8 �$������8.1�� �
(bF ������	 , bF 
 	�� , bA)

!
�����,���

bF �����	 : F ′
	� ��� → Vg � ��8.���
F ′
	� ��� ⊇ F 
	� ���

�<8 ��� �����W���i5�����8 ��#�� � #&8 ����8.��:D-K%���G^�(8 ���
������8.:���8 �&:;���+���,�0�(�

ψ
� �U-K���,�*���+���*5�����89��#&� ���,!

bF 
 	�� : F ′ � � → P (Vg) � ��8.���
F ′ � � ⊇ F  � �

��8 �U�
�����W��� 5�����89��#��.�
#&8 ����8.��:;-K%&��G,��8 ���=������8 :���8.��:J���+���
���,���0�(�

ψ
� �0-K���,�<���+���*���,��5�����89��#&� ���,!L�����

�����9�F�(8 ����#&8 ����8.��:
bA : A → P

(

V ∗g
) 8 �U�������W���"-K%���G,��8 ���e���35+8 ��:

bA (α) ∈ P
(

V
� ��� ��� (α)
g

) -K���
�^5����?)

α ∈ A
!�#�8.����8.��:'���@��G,�(%��������,�9����8 ���<���'�^5��,��)����,�9����8 ���j�?)H�*#6����8.�

A
M�� 8.5��,�@� #�8.����8.��:

(bF �����	 , bF 
 	�� , bA)
!6����� _ RJ�+_�� �FX�k �Q\ � ���0��8.�;1&�.) �FX�k ��\ ����-

ψ
8 ����5���� %��
8 �

{
����%��

,
- ��� ���
}

M'.����
���+���J5�����89��#��.�;#&8 ����8.��:

bF ������	
!E�7���H�&�J5�����89��#�� �

x
!i���&� �7�&�H���

w ∈ Vg
!
bF �����	 ⊕ (x, w)8.�*���^B������ ���'�(���@���H�&�@5�����8 ��#�� �o#�8.����8.��:

b′F ������	
���35+8 ��:

b′F ������	 (x) = w
�����

b′F �����	 (x
′) =

bF ������	 (x
′)

-K���/��� �
x′ 6= x

8 �J�(�&� �����;��8 �J��-
bF ������	

M �/���
⊕

��16�,�(������� 8 �/�&�,B����,�=������� ��:���%����.)
-K���/�&�H��� ���,�f5�����8 ��#�� �U#�8 �&��8 ��:���M

�/�&������%&���j5���� %��/��-6���;dH&�I 1�������8.G3�����
ψ

!�:�8>5�������#�8.����8.��:
(bF ������	 , bF 
 	�� , bA)

������:��(��1��
g

!�8.�/���,B��&���=����G,%�����8.5��,�.)I����-K��� � ���� ,

•
� -
ψ ≡ α (x1, . . . , xn)

!��(���,�
ψ

8 �/�(��%�� 8 #
(bF �����	 (x1) , . . . , bF ������	 (xn)) ∈ bA (α)

M
•

8.-
ψ ≡ x ∈ X

!��(���,�
ψ

8 �/�(��%�� 8 #
bF ������	 (x) ∈ bF 
 	�� (X)

M
•

� -
ψ ≡ (ψ1 ∨ ψ2)

!Y�(�&���
ψ

8.�E����%��f8 #I�F�i�.�3���?�������U��-
ψ1

�����
ψ2

8.�p����%���-K���p#�8.����8 �&:
(bF �����	 , bF 
 	�� , bA)

M
•

� -
ψ ≡ (ψ1 ∧ ψ2)

!0�(���,�
ψ

8.�I����%�� 8 # #6�����
ψ1

���&�
ψ2

�����D����%�� -K��� #�8.����8 �&:
(bF �����	 , bF 
 	�� , bA)

M
•

� -
ψ ≡ ¬ψ1

!&�������
ψ

8 � ����%��48 #
ψ1

8 � - ���.����-K���/#�8.����8.��:
(bF ������	 , bF 
 	�� , bA)

M
•

� -
ψ ≡ ∀x : ψ1

-K���0�&�H���<5�����89��#&� �
x

!L�(���,�
ψ

8 �f�(��%��j8 # -K���0�^5��,��)
w ∈ Vg

!
ψ1

8 �
����%�� -K���/#&8 ����8.��:

(bF ������	 ⊕ (x, w) , bF 
 	�� , bA)
M

•
� -
ψ ≡ ∀X : ψ1

-K���`���H�&�/���,�p5�����89��#��.�
X

!��������
ψ

8 � ����%���8$#@-K���`�^5����?)
V ∈ P (Vg)

!
ψ1

8.� �(��%�� -K���/#�8 �&��8 ��:
(bF �����	 , bF 
 	�� ⊕ (X, V ) , bA)

M
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�������f�����'G,�����;���&�.)��@�����4�35���8 �9��#�� �U8 �edH&
I 1&�����&8 G3�F�(�������I:�����1����,M



��� � � �����	
 � � � � ��� � � 	

• \����&X�klPS_ r , ��548.� �f#�8 ������) ����� ���(8.���4��)+�<#2���Y�(�����$�(�,����� -K��� ���+���E��5�%����.8.�b)�M$� �(� ���,�9����8 ���
-K��� � :�����1��

g
8 �
b ��� ,g = {(x, y) | x, y ∈ Vg

�����
x = y}

M<�b���?�(�3���A��-E�C5
(x, y)

���
�;�)J��� ���j����8.���

x = y
M

• cLa�q+\4k>X��^\^k6_ \WV^_ ,p�9��#
σ

8 ���j%�������) ����� ���(8.���J��)+�<#2���L�������/���������/�(���4�9��#6�,�L��- �j���H�&��M
� �(�������9�F�(8 ���J-K�����j:��(��1&�

g
8 �
b � ���

σ,g = {(x) | x ∈ Vg
�����

νg (x) = σ}
M

• \�q ++\�k>X��^\^k`_b\WV^_ ,j����:��
φ

8.�*��#�8 ������) �����9�F�(8 ��� �?)+�<#6���p�������'�(�,���(�
�(�����9��#2���p��-i�(���
���&:��<:���8.��:o-K����� �(�&�*B����?� ���+���
���@�(�&�<���,G������D�&�H����M�� �(�0����� ���(8.���I-K�����@:��(��1��

g8 �
b �������

φ,g = {(x, y) | x, y ∈ Vg
���&�

εg (x, y) = φ}
M

• _ R8�Q\���.,X�k V\
	 �(��%&�C����� - ��� ��� ����� ��%��.�9���?) ���,�9����8 ��� ��)+�<#2��� �,!�����8 GW� 8 ����8.G3����� ���
���>� �3)+� - �(��%&�����;���.�i�)+� - - ���.���I1����,��8 G����(��M �/�&�e�����9�F�(8 ���C-K���<�(��%��e8.�

b ����� � = {()}
!

�����,���
()

8 �4�
0 - �(%�1��.�<��-E���+�����,M �/���o���,�9����8 ���e-K���0- ���.���<8.�

b  � �  � = ∅
M �/���o�/#6��G^�

��-`���������<���,�9����8 �����f8 �f�(���F�0�(�&�(B��,��� - �(%�1&� � � ����8 GW�D8.�0���.�i�)+�0�����j����:�%������Y���.8 �?�U��-
�(��%��'����� - ���.�����i8.�/8 �

b ����� � #�%H�U�&����8 �
b  � �  � M

�/���4���^�
AΣ,Φ

��- ���������
G,�����;��� ����� ���(8.��� ��)+�<#2��� �/-K����:�����1������5��,�
Σ

�����
Φ

8.�/���,B��&���D���
AΣ,Φ = {

��5
,
����%��

,
- ��� ���
} ∪ {

�9��#
σ | σ ∈ Σ} ∪

{ ����:��
φ | φ ∈ Φ

} M �/���;����� ���(8.��� #�8 ���&8 ��: -K���
AΣ,Φ

������:�����1��
g

8.�

bAΣ,Φ,g = {(
��5
, b ��� ,g) , (

�(��%��
, b ����� � ) , ( - ���.���

, b  � �  � )}∪
{(

�9��#
σ, b � ��� σ ,g) | σ ∈ Σ}∪

{( �,��:��
φ, b ������� φ,g

)

| φ ∈ Φ
} M

4 �`��8.� ��%����i�,��:��
Φ′ (x, y) ≡

∨

φ∈Φ′

�,��:��
φ (x, y)

���U8.����8 G����(� �����E�J7H8 �?�(���&G��i��-����'����:������35+8 �&:
���Y) ���&:��4�9��#2���L���������+G�G,%�����8 ���j���^�

Φ′
M



	 �*+�� � / .��

� � �*� � ���(� � ���(�
	 � � �
�*� � �
�

2$� ����� � � �0�8�������?�� �
�b�D����8 ��GW����1&�(�,���i�j�&�,B����o��� �87+�(���&����� 16�,#�#��.�*�(�����<�(����������%�G��,� �;�+���,� #�������� ���D��%&�

:�����1�� - #�������� �����,�=���H���,�mM �/���=�J7+�(�,����8.�����@8.��G��.%�������%��.������8.�(� G����&��8.��8 �������J7H1������������ 8.�
dH&�I��.��:�8.G�! ����� G����&B�:�%������(8.��� 8 ���?�(��%&G,�(8.�����;��� 8.�������������f���H�&����M &H��G^�(8.��� �&M�� :�8.5��,�@�(�&�
-K�����@�������,B���8.��8 ������- �412��#�#��.�f�����,�f���(��������%�G,����!&���@8.�Y�(���+��%�G^�(8.���o8 �Y�(�4�(���f1&���iG,���;1&%&�W����8 ���
���H�&���m!������ -K�����;��� �&�,B���8>�(8.�����o��-4���.�i�(�&�eG,����G��,1&�(�@8 �Y5����>5��,� 8 � �(�&�e1&��� � �@G,���;1&%&�W����8 ���
���H�&���mMH&H��G^�(8.��� �&M��e�(�&��� G����Y���(���?�(�<��%&�<�;�+���,�E���7�������@��-f�����J���H�&��� �4�(�����<���35�� #6�,���
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��-L�(�&�U����� �,�
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������������� �&M��+M
�� + � \�����k \4_ R(\W\'_ R�X�c&V�q���ZW\^RO� ���N� _ _ ��8.���<�(%�1��.�

M = (n, (Σ,Φ) , (∆,Γ) , Q, q0, R)

�����,���!,
n ∈ N

8 � �(�&� c �+hM�^\^R*a . � \�����k \ ��!
(Σ,Φ)

8.� �'1���8 ����- PSc � �+_EX�k � �&X��^\^_KV � Σ �
���H�&���9��#2���2���.1�����#2�,� � Φ
���J�,��:���� ��#6�,�L��� 1���� -#2�,���^!

(∆,Γ)
8 �J�C1���8 �;��- aA�H_ � �+_@X�k � �&X��^\^_SV � ∆ �C���+���7� ��#2������� 1�����#6�^� � Γ

��� ���&:��D�9��#2���
���.1�����#2�,���^!

Q
8 ���<B���8>�(� ���^�0��- V^_mX�_ \WV !

q0 ∈ Q
8 � ����� PSc�PS_ P X�kLV^_mX�_ \ !Q�����

R
8 ���7B���8>�(�I���^�@��- R8�Hk \WV M �b� �������,�j�(� -K%�� �>) �&�,B�������%&� ���j���e����5�%�8.��� �(���I-K���.� ���8 ��:
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� 
Q�(.����E�4�(���,�
t ∈ TΣ,Φ

!+� 	
n,t = Vt×V

≤n
t

8 �`�(���U���^�i��-
n ( � \�����k \fPSc � �+_�ZWaFc � +��HR�X�_ PmaFc&V

aFc t �
� R
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8 �
�eG,� ������� d$&
I 1����,��8 G����(����� ����� ���(8.��� ��)+�<#2��� �'���^�
AM =

AΣ,Φ ∪ {
���3���
} ∪ {

12��#
i | 1 ≤ i ≤ n}

M �/���7�����9�F�(8 ��� ��)+�<#2���.�;������� ����� 16�,#
i

� 1 ≤ i ≤ n
�������o��� � %&������)�M �/���j�(��%&�(�D5����.%��<��-�� G����&��8.��8 ���

ψ
-K��� ���

n - 16�,#�#��.�
8 �&1�%&� G,���&B�:�%&�(����8 ���

(u, π) ∈
� 	

n,t
��� �C�������

t ∈ TΣ,Φ
8.� ���,B������ �(� #2�D�(���

�(��%&�(� 5����.%��=��-
ψ

��8.��� #�8 �&��8 ��: (
∅, ∅, bAM ,t,(u,π)

) �����,���
bAM ,t,(u,π) = bAΣ,Φ,t ∪

{(
���3���

, {u})} ∪ {(
12��#

i, {π (i)}) | 1 ≤ i ≤ |π|}
M

� ���(.������jG����&��8.��8 ���
ψ

!��(��� ���,�U��- PSc � �H_EPSc&V^_ R8��Z^_ PmaFc&V*a . M aFc ψ 8 �/�&�,B����,�7���
���
M,ψ = {

���W�3)
} ∪

{ :��
φ | φ ∈ Φ

���&�
M |=

(

ψ =⇒ ∃x : ∃y :
( �������

(x) ∧
�,��:��

φ (x, y)
))}

∪

{
������1

|M |= (ψ =⇒ ¬∃x :
12��#

n (x))} ∪

{
� 8.-S�
|M |= (ψ =⇒ ∃x : (

���3���
(x) ∧

�(��1�16�,#�#��.�
(x)))}

�����,���
M |= χ

���W�������
-K��� 9 -K���'��� � �����,���
t ∈ TΣ,Φ

����� ��� �`8.��1�%&�'G����&B�:�%������(8.�����
(u, π)

8 �I� 	
n,t

!
χ

8 � ����%��8:W!Q����� �����,���
�(��1&16�,#�#�� �

(x) ≡
∨

k∈[1,n]

(
12��#

k (x) ∧
12��#2G���%&���

k)

12��#2G���%��Y�
i ≡

{

(∃x :
12��#

i (x)) ∧
-K�����

i+1
� ���&���

i > 0
�

-K�����
i+1

� ���&���
i = 0

�

-K���,�
i ≡





∧

k∈[i,n]

¬∃y :
12��#

k (y)
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ψ
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8 �0�&�,B����,�

��� 	 �
M,ψ = 〈Q,

���
M,ψ〉

M
� � �(.����o� G������&8.�(8.���

ψ
!��(�&�����,�;��- PSc&V^_ R8��Z^_ PmaFc&VDa . M aFc ψ

8 � q+\ � cL\�qCXFV IM,ψ =

R∆,Γ (
	 �

M,ψ)
M

�  �� + ��%�� �
r ∈ R

8 �E��-"�(�&�U-K�����
〈q, ψ〉 → ι

��8.���
q ∈ Q

!
ψ

�'G����&��8.��8 ���"!+���&�
ι ∈ IM,ψ��� 8.��������%�G^�(8 ���"M,�/���,���4�<%��?�/�J7H8 �?���*�(���W���2-K%���G,��8 ��� ��%&�

R : Q→ P (Γ)
��%�GW� �(���F�

-K���/����GW�e��%�� �
r : 〈q, ψ〉 → ι

8.�
R
,

� ���*8>-
νι (

���+���
ι) = 〈q′, ω〉

�(���,�e��%H�
R (q′) ⊇

��%&�
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�����,�e���;�,��G��+���
�����'16�,#�#�� �4�.�HG����(8.�����/��-

M
8 �I�(�&�
�?�W�����*���&�e8.�������
���3���&8 ��:����3���=��-

M ′
M

I�#����,��5��<�������������j12��#�#��.�<G����&B�:�%������(8.���7��1���G��<������� �&�����&�4���J#2�j����G,�H���,� 8 �0%&�+#2��%��&����� ,
�(���J���;��%��Y�j��-f8 �&-K�����;���(8.��� �������j�&�����&�<�(�D#2� ����G,�H���,� ��� ���,�����,���I8.-/��� ���,�;�5�� �,5��,� �
��8.��:�� � 12��#&#�� � -K����� �(����12��#�#��.�IG����&B�:�%��(�F�(8 ��� ��1���G���8 �o1�����12������8 ���������(� �(�&�e��8GB�����-U�(���
8 ��1&%&���(������!"����8 GW� 8 �0%���#6��%&�������LM �U�&-K�����(%&�����(�,�.)�!"�(���j�?�W�����j��1���G,�oG3���D���&�.)7#2�<�,���9����:����
#Y) �JB���8.���o������%��Y�3!"#2��G���%����������o�+%&�<#6�,� ��-����W�F�(���4��-i� 1&���48.��B���8>�(��M &H��!"�(�&�������.)e� �3)
�i�0G3���I���&G��+��� �<12��#�#��.��12����8>�(8 ���@8 ��#Y)J���&G��+��8 ��:*������� ������%��Y� ��- 8.� 8.�@�(�&����������8 �&:<���3���
16����8.��8 ���LM�+U��� 8 �D���������������&�I��������!L�i�o���,��� �(�I���35���� �9����:��,�0�(������!"��8>�(� ���&��%�:�� ���+�����
�(�<)+8 �,� �I�<G,���&B�:�%&�(����8 ��� ��1���G�� -K���

M ′
�(����� 8 �����/�.�3���?�����/� ����:������ �(���F�/��-

M
Mp� -$��� � �����

�(�
����G,�H�����*��������8 �&:*������� 16����8.��8 ���;�����
m

12��#&#�� �U16����8.��8 �����E8 ���(���0���3����8 ��:
���3���@��8.������%&�
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�,���9����:�8 �&:o�����*�?�W�����*��1���G���!6���
��8.� � ���,���7�(�;%����*���������'�(���F�0�������;�&�H���'-K�����,5�����)=G����*#�8 -���F�(8 ���
(u, p)

��- �<��������8.��:j���3����12����8.�(8.���
u

�������<�?�(��8.��:j��- 12��#�#&� � � �+G3�F�(8 �����
p � |p| ≤ m

� ,
�����
��8GB,�
��- �(��8.�U�,���9����:����I�(�����

t′
8.�e�(�,�����U��- �(�&�*��81B��'��- �����
����8 :�8 �����6�(���,�

t
��8.� �"���������,-K�����

�����(8.��-S)
|Vt′| ≥ |Vt| (1 + |Vt| + |Vt|

2 + · · · + |Vt|
m)

M �/��8.� ��5�%�����8 ���D-K���.� ����U-K����� �����<- ��G^�
�������

u
�����
|Vt|

16������8.#�� �j5���� %&����!$����8 GW�A�<%��?�*#2�;�*%��.��8 1��.8 ���D#Y) �(�&�;��%��<#2���'��-/�&8 #6�����,�Y�
G,���&B�:�%&�(����8 �����U-K���

p
!"����8.GW�AG���� ���,1����,�����Y� B��,����16�,#�#�� �,� � 1 12������8 #��.�<G����HB�:�%������(8.��� �^! �����

12��#�#&� � � |Vt| 12������8 #&� �/G����&B�:�%������(8.�����3�^!��b���
12��#�#&� ��� � |Vt|2 16������8.#�� �/G,���&B�:�%��(����8 ���&���^!������;���
��� -K���/%&1����

m
16�,#�#��.����M

� -`���*12���?-K����� ���,G�����12����8>�(8 ���e#Y)I�(��������-K������8 ��:o�(���'�(������!6GW������:�8 ��:��(���
G����&B�:�%��(�F�(8 ���
��1���G���!����&�@�(��������-K������8 ��:4�(���01&��� ��G�G,������8.��:��>)�!Y�i�0�<%����i���35�� �
�;�^�(���+�;���<1����5��0�(���F�i�(�&�
�������f�(��������-K�����;���(8.���;G,���<#�8.��������8.���@�(���f�(��������-K���������J1&���i������%��.��� 8 ���(���U�(�����U���(�������9����8 ���
���/�����
����8 :�8 �����21&���3M 4A�4���o�(��8.�f#Y)I����5�%�8 ��8 ��:j���������(���'���^� 1&��������:��,�������/��8>�(�I�(��� �(������� --K�����;�,�@�(����� 12���?-K����� � V^_ \ � ]`P V\UV^PSh �Hk>X�_ PmaFc ��-$����� ����8 :�8.������1&���3Mp�b�J�(��� �&�J7+��1�������:��(��1�����!
���f��8.� ���&�,B����U� 5����?)������?�(��8 G,������-K��������-L�?�(��1Y��8.���0��8 �<%&�9����8 ���"!������o�i����8 �.�&�(���,�@������ �(���F�
���Y) ����8 :�8.����� 1H���3! ���.�����������(8>5��I1&���@����� �(�����e���(���&��-K�����@����8 ��� ���������(����8 �?-S) �(��8.�;���^B���8>�(8 ���
)+8 �,� �J����� �(�(������-K�����@�F�(8 ��� ��5�%����.8.�b)@�������/���
����5�%�8.����M

,B�12$�/%8� %
��	�7 � ?�� 	 %8? �;��� � ��?�� � �

�	��
������������� ��M��&M
�� .����"1&���(�
M = (n, (Σ,Φ) , (∆,Γ) , Q, q0, R)

���&�
M ′ = (n′, (Σ′,Φ′) ,

(∆,Γ) , Q′, q′0, R
′)

�����I���H������� �(�����,�
t ∈ RΣ,Φ

�����
t′ ∈ RΣ′,Φ′

! 	 	
M,t,M ′,t′

8.� �(��� ���,�f��- ��� �
�����W���`8.�A@���G^�(8>5��j-K%���G^�(8 �����
G,G

: CM,t → CM ′,t′
� ����8 GW�A������%�� � #6���������C��� 9 G�����������16������8 �&:

G,���&B�:�%&�(����8 ����� : �E���������;��1J�(�&�'G,���&B�:�%��(����8 ���&� ��-
M

���
t

�(�j�����4G����&B�:�%��(�F�(8 ����� ��-
M ′

���
t′

!�8 �I��%�GW�=�<� �3) �(������,
� 
Q� �/�&�'8.��8.��89���2G����&B�:�%������(8.�����������4�@��1&16�,���������o�3��GW�e���(���,��,

G,G
(〈q0, (

���+���
t, λ)〉) = 〈q′0, (

���H���
t′ , λ)〉

M
� � �(.����
���.�

c ∈ CM,t
�����A-K���*��� �`��%&� ���

r : 〈q, ψ〉 → ι
8 �
R

�(�����<�����J��1�1�� 8.G3��#&� �<�(�
c
! �(���,����8 �4� ��%&� �

r′ : 〈q′, ψ′〉 → ι′
8 �
R′

�(���F�48 �4��1�1&� 8 G���#��.�*�(�IG�G
(c)

-K���4���&8 GW�
ι′ (

G�G
(c)) ∼= ι (c) [

G,G
]
M

� ���(.����
���.�
c ∈ CM,t

����� -K���
��� �p��%�� �,�
r′ : 〈q′, ψ′〉 → ι′

8.�
R′

�������<�����@��1�1��.8 G3��#�� �
���IG�G

(c)
! ���������o8 �4� ��%��.�

r : 〈q, ψ〉 → ι
8.�
R

�������48.�4��1�1��.8 G3��#�� �'�(�
c

-K��������8.GW�
ι′ (

G�G
(c)) ∼= ι (c) [

G,G
]
M

.�����1&�����
M = (n, (Σ,Φ) , (∆,Γ) , Q, q0, R)

�����
M ′ = (n′, (Σ′,Φ′) , (∆,Γ) , Q′, q′0, R

′)
!

���&�I�j�����W���6-K%���G^�(8.���
τ : RΣ,Φ → RΣ′,Φ′

!
M ′

� \^R .3aFR h*V'XIV^_b\ � ]`P V\0V^PSh �+k>X�_ PmaFc a . M �YV^PSc�+
X;_ R(\W\'_ R�X�c&V .3aFR h@\�q ��r τ 8.- !&-K������� �6�����,���

t ∈ RΣ,Φ
! 	 	

M,t,M ′,τ(t)
8 ���������,�;1H�b)�M �

� �n8*+.-n+h4[' +38 ,[/ RS-��[T56p+.6W8*T"8:9 ),+.-)* !\67),- ),6Wt ,[fW':+.6W8*T /h-�� ,56W/.-`)d8]T5- ' 8*T ' 8*T[-Nji8]/./h-0)-*s8]T[RS-0T[ji-n8*9 )L+h-)*[)0P !\4567jX4 6W)T58:+\/h-�� ,56W/.-`R 9g8]/n)L+h-)* !\67),- ).6pt ,5fW':+.6W8*T�6pT�e]-QT5-0/h'*f 1 2345- /h-0'*).8*T ! - 6WT[jif ,[RS-`R"+.4567)\/h-0),+./h6Wji+.6W8*T 67) +.4s' +(! - R58T58:+ ']j +-,s':fWfpZ(/h-�� ,56W/h- '*TqZq+h456pT[e"t 8*/h- +.4['*T +h4567) 9g8*/ +h45- +.456WT5e]) ! - ':/h- e*8*6WT5e"+.8 *5/h8 V*-]PJ':T[R 6Y+ ).6Wt�*[fp6 �[-0)+.45- *[/.8^8:9 )3).6pe]T56 �sjQ'*T]+hfpZ/1
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4A����8 � �2���� ������ �������/-K��� ���Y)
M

!
M ′

�����
τ

�(�����������(8.��-S);��%��/���^B���8>�(8 ���J��-$������1Y��8 ���
��8.�<%��9�F�(8 ���"!H�����'���(���&���9�F�(8 �������3���.8GB,����#�)

M ′
��1�1&� 8 �,�����J�j�(�����4�(�(������-K�����;�,�=#Y)

τ
8.����5�%����

�(���(���;�����@���3���.8GB,��� #Y)
M

Me�b�C�����&���
���=1����5��@����8 �,! �i�;���C5+%&8 �����(����-K��� �.���8 ��: �(�,GW����8.G3���
� �,�;�;����M

������� � �&M��&M����� \^_ Σ X�c2q ∆ �^\ cLa�q+\0k>X��^\^k"X�k � �&X��^\^_SV�� k \^_ Φ �^\'X�cD\�q ++\ k>X��^\^kLX�k � �&X��^\^_ �
k \^_ Σ′ ⊆ Σ X�c2q ∆′ ⊆ ∆ �^\�VJ�
�^V\^_SV4a .U_���\UcLa�q+\fk>X��^\^k6X�k � �&X��^\^_KV/Va'_��&X�_ (Σ−Σ′)∪∆′ = ∆ �
X�c2q;k \^_ s : Σ′ → ∆′ �^\*X@_ aF_mX�k .8�HcLZ^_ PmaFc � � �+R _ ��\^R h@aFR(\��Ek \^_ t, d ∈ RΣ,Φ

�iX�c2q;k \^_ u ∈ Vt �^\
X;cLa�q+\<a . t �  ��\^c t [s] [u← d [s]] = t [u← d] [s] �

��� ��� 
 �;.���� ����)0����:��E� ��#2��� 8.��:i-K%��&G,�(8.���
ε
!F���+���`�9��#2���.8 ��:E-K%���G^�(8 ���

ν
���&� � ����:����L������� -�;����1���8.���

h
! � �,�

h (ε) = {((h (u) , h (v)) , φ) | ((u, v) , φ) ∈ ε}
�����

h (ν) = {(h (w) , σ) | (w, σ) ∈ ν}
M

�b�7:��,���������m!2-K���0����)e���+�������=�������,�
t, d

���&�7���+���
u ∈ Vt

!2�(���*-K��� � ���8.��:o��5�%����.8.�(8.���f�����.�e-K���
:�� %&8 ��:

t [u← d]
,

νt[u←d] = hu, ��� � � d,1 (νt − {(u, νt (u))}) ∪ 6∩ hu, ��� � � d,2 (νd)

εt[u←d] = hu, ��� � � d,1 (εt) ∪ 6∩ hu, ��� � � d,2 (εd)
���H���

t[u←d] = hu, ��� � � d,1 (
���+���

t)

# �,�
s′ : Σ → ∆

#6�e���,B������ ���;8.� �(�&�e���^B���8>�(8 ��� ��-����H�&�e�����9��#6�,� 8 �&:�!i����� -K�������Y)
���+��� �9��#2���.8 ��:'-K%���G^�(8 ��� � �,�

s′ (ν) = νs′
M`�b��:����&���(���m!H-K�������Y)J�(�����

t
�������j���H�&� ����� ��#2��� 8.��:

t [s]
!6�(�&�j��5�%����.8.�(8.���

νt[s] = s′ (ν)
!
εt[s] = εt

���&�D���+���
t[s] =

���+���
t

����� �"M �f���(�*��������-K�������Y)
� �,��:����j��������������1&��8 ���

h
!
s′ (h (ν)) = h (s′ (ν)) = {(h (w) , s′ (σ)) | (w, σ) ∈ ν}

!/���
h�����>)J��%&#�����8.�(%H�(�������+���48 �&���Y�(8>�(8 �,��!+����8 �.�

s′
���&�.)J��%�#��?�(8.��%&�(�,�U� ��#2��� �,M,�/���,� ,

εt[u←d][s] = εt[u←d]

= hu, ��� � � d,1 (εt) ∪ 6∩ hu, ��� � � d,2 (εd)

= hu, ��� � � d,1
(

εt[s]
)

∪ 6∩ hu, ��� � � d,2
(

εd[s]
)

= εt[s][u←d[s]]

νt[u←d][s] = s′
(

νt[u←d]
)

= s′ (hu, ��� � � d,1 (νt − {(u, νt (u))}) ∪ 6∩ hu, ��� � � d,2 (νd))

= hu, ��� � � d,1 (s′ (νt − {(u, νt (u))})) ∪ 6∩ hu, ��� � � d,2 (s′ (νd))

= hu, ��� � � d[s],1
(

νt[s] −
{(

u, νt[s] (u)
)})

∪ 6∩ hu, ��� � � d[s],2
(

νd[s]
)

= νt[s][u←d[s]]
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���H���
t[u←d][s] =

���H���
t[u←d]

= hu, ��� � � d,1 (
���H���

t)

= hu, ��� � � d[s],1
( ���+���

t[s]

)

=
���H���

t[s][u←d[s]]

�

������� � �&M��&M�� � � \^_ t, t̃, d, d̃ ∈ RΣ,Φ
�^\JRWaaF_b\�qD_ R(\W\WV=a���\^R�VaFh@\JcLa�q+\ X�c2q \�q ++\@k>X��^\^k

X�k � �&X��^\^_SV Σ X�c2q Φ � X�c2q=k \^_ u ∈ Vt �eT . t ∼= t̃ X�c2q d ∼= d̃ ]`PS_�� P VaFh@aFR � �+P V^h*V ht→t̃ X�c2q
hd→d̃

�E_ ��\^c t[u← d] ∼= t̃[ht→t̃(u)← d̃] �

��� ����
 � �/��8 ���.�����@�*8.�/1����5+8 �&���I��8.�(�&��%&��1����H��- M
�

������� � ��M��&M�� ��� \^_ Σ X�c2q ∆ �^\�cLa�q+\�k>X��^\^kLX�k � �&X��^\^_KV�� k \^_ Φ �^\4X�c \�q ++\�k>X��^\^k"X�k � �&X��^\^_ �
k \^_ Σ′ ⊆ Σ X�c2q ∆′ ⊆ ∆ �^\�VJ���^V\^_KV4a .f_ ��\UcLa�q+\fk>X��^\^k6X�k � �&X��^\^_SV/Va'_ �&X�_ (Σ−Σ′)∪∆′ = ∆ �
X�c2q@k \^_ s : Σ′ → ∆′ �^\<X@_ aF_mX�k .8�HcLZ^_ PmaFc � � �+R _ ��\^R h@aFR(\��Ek \^_ t, t̃ ∈ RΣ,Φ

�^\'R(aaF_b\�q@_ R(\W\WV��0T .
t ∼= t̃ �E_ ��\^c t[s] ∼= t̃[s] �

��� ����
 � �/��8 ���.�����@�*8.�/1����5+8 �&���I��8.�(�&��%&��1����H��- M
�

�/�&�0���87H�E�b���*� �,�;�;���`������ �(���F�������,�@��%&�����^B���8>�(8 ������-"������1Y��8 ���0��8 �<%�� ���(8.���o��1�1&� 8 �,��!
-K��� �,5��,��)�8 �Y�����������&89����� ��%&��1�%&�`�(��������-2�(������8 �<%�� ���(�,�j��%&�����;���(���<����������8 �p� G��������,��12������8.��:
8.���������;�,��89��������%&��1�%&���(�����'8 � �(�&�'��8 �<%&�9����8 ��:j��%&�(���;�������"!����&�e�^5����?)I8 �Y�(�,��������8 ���(� ��%&�(1�%H�
�������@8 � �����J��8.�<%�� ���(8.��:=��%&�(���;������� G,����������12�����&�<�(�D��� 8 �Y�(�,��������8 ���(�;��%&�(1&%&�<�(�����J8.� �(�&�
��8 �<%�� ���(�,�I��%&�����@�F�(���"M

������� � ��M��&M��� � \^_ M = (n, (Σ,Φ) , (∆,Γ) , Q, q0, R) X�c2q M ′ = (n′, (Σ′,Φ′) , (∆,Γ) ,

Q′, q′0, R
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!&-K�������.�
d′ ∈ R∆,Γ
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�(���,� �(���,��� �J7H8.���(�o�

d ∈ R∆,Γ (CM,t)
!`��%&GW� �������o���Y�
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d0[ ��� t]→d′0

(v′) ∈ Vd0
#6�;�(���

G��������,��12������8.��:;�&�H���
8 �
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M"�/�����
c = νd0 (v) =

G�G −1
t

(

νd′0 (v′)
)

=
G�G −1
t (c′)

M >�)IG����&��8.��8 ���
�J��- #0�,B��&8.�(8.��� ��M��&M 
�!"�(���,���j8.�4��� ���I�I��%�� �
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� ��8.�/���,B��&���e-K���
t ∈ RΣ,Φ

���
τ (t) =

((

ντ(t), ετ(t)
)

,
���+���

τ(t)

) !&�����,���

ντ(t) =
⋃

π∈V ≤m
t

ντπ(t)

ετ(t) =





⋃

π∈V ≤m
t

ετπ(t)



 ∪ ετ(t), � ���
� � �  �

ντπ(t) = {(uπ, νt (u)) | u ∈ Vt}

ετπ(t) = {((uπ, u
′
π) , φ) | ((u, u′) , φ) ∈ εt}

ετ(t), � ���
� � �  � = {((uπ, uπu) ,

������1
) | u ∈ Vt

���&�
π ∈ V <m

t } ∪

{((uπu, uπ) ,
� 8.-S�

) | u ∈ Vt
�����

π ∈ V <m
t }

���+���
τ(t) = (

���+���
t)λ

�f���(�'�(�����0�(��8.�0GW����8.G��<��-p���+���
τ(t)

������%����,���(�����0G�8.G
t

�;��1��U�����<8.��8.��89��� 8.��1�%&�0G����&B�:�%��(�F�(8 ���
��-
M

���
t
!
(
���+���

t, λ)
!Y�(� �(�&�f8.��8.��89����8.��1�%&�pG,���&B�:�%&�(����8 ���o��-

M ′
���

τ (t)
! ( ���H���

τ(t), λ
) M
τ (t)8.�UG,���;1&��8 ��������-`��8.� @���8.�Y�f�����,���

τπ (t) =
(

ντπ(t), ετπ(t)

) !21&� %��f�(���'����:�����8.�
ετ(t), � ���

� � �  � M �U�����
�������f�3��GW�=��- �����
G,����16���&���Y�U�����,���

τπ (t)
8.��8 �����;����1���8.G���8.�(�

t � 8 �I�(���'����� - ���+���(�,�e�����������
#Y)=���78 ����������1��&8 ���

ht→τπ(t) : Vt → Vτπ(t)
!
ht→τπ(t) (w) = wπ

<"G,� �������>)�!
ht→τπ(t)

8.�����.���@���
8.�A@���G^�(8.5��j��������������1��&8 ��� -K�����

t
�(�
τ (t)
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ετ(t), � ���
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τπ (t)
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τπu (t)

!�����8 GW�e8 ��1�� 8.��� �(�����U-K���
����GW�

π ∈ V ≤mt

!
τπ (t)

8 ������8 ���&%�G��,�e��%�#�:�����1�����-
τ (t)

M

������� � ��M ��M ���
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 �,4 �
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�������
τ (t)
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8.�4B���8.���o����� �������,�;1&�b)78.-

t
8.�4B���8.���o�����
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τ (t)
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�����������.�L�,��:��������35��*�<���,5��,������!6����� �(���F� �(���4��%H�(:���8.��:<�,��:��4�9��#2���.�i��- �j���+���4����� �&8 ����8 ��G^�3M
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τπ (t)
8.�j��G^)HG,� 8.G ����� G,�������,G,�(�,�"!
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��%�� �5����*G,����16���&���Y�*#2��%��&������8.���'���������
G��������(�;G,)+G��.���,! �(�����
�����,) �;��	��o�(�&�
������� �E��-

τ (t)
G����&����G^�(���L!��(�����$�(�&�,)*��� �Y���35��/���,5����������,!+�����
������� �(���^)*���U����� �����<��%&1�� 8.G3�����

��%H�(:���8.��:j���&:����,M;�/�&�����
�����4�����41����+��-K� -K��� ���������
1&����12���?�(8 �,��,

•
� \ ��\^R(V\
\�q ++\WV�� � �/8.�iG,� �3���i-K����� �(�&�����,B���8.��8 ���J��-

ετ(t), � ���
� � �  � �(���F� �(���,��� 8.�/���.�i�3)+�

� q�RWa � �,��:��J8.�A�(�&�J��1�12����8>�(�;��8 ����G,��8 ���A��-f� klP . _ ����:�� ����� 5+8.G��@5��������&!`���7���������
�,��:��,�0���>� �3)+�����35��
�j���,5���������M
• [
a q�� � klPmZ�X�_b\4\�q ++\WV M%�/�&� klP . _ ����� q�R(a �o����:���� �&�0����� �+G�G�%&�$��8>�(��8.�'������G,����16���&���Y�

�����,����!$���I���&�.)7�&%�1�� 8.G3����������8>�(��8.�
ετ(t), � ���

� � �  � �����,� ���I#6�oG�������8.���������"M +0����%������
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�������b��� ��%&�(:���8 ��: q�RWa �A�,��:����,M �/�&��� #6���(�7�(�&�����j�,��:���� ��%��7�(�
uπu

! ���
���.� q�R(a �=����:��,�/:����&���(�F�(���I#Y)

ετ(t), � ���
� � �  � ��%��J-K����� �<���H�&�

uπ
�(�o�<�&�H���

uπu
M�>i%&�

ετ(t), � ���
� � �  � 8 ���*���^�3!H���*���������0G3���������i#6�f�b�i�<��%�GW� ���&:����,M + ��8.�;8.�9��� ����:�%&�;�,���iG3���

#2�'�;������-K��� klP . _ ����:�����M
• n�aFc�cL\WZ^_b\�q�cL\WVWV�� +0�Y);G�����16�������Y�E�(���,�

τπ (t)
��8.���

π 6= λ
8 �EG����&����G^�(���J���*G,���;12� -���,���4�������

τ � �  � (π,|π|−1)

#Y) �,��:�� ((
π (|π|)π , π (|π|) � �  � (π,|π|−1)

)

,
�.8.-S� )

∈ ετ(t), � ���
� � �  � M

�U���(�
�������U8.-
π 6= λ

�(�&���
π =

� �^-S�
(π, |π| − 1) · π (|π|)

M6>E)e8.����%�G^�(8.���"!2���Y)�G���� -12�������Y�U�(���,�
τπ (t)

8.�f���������,-K�����*G,�������,G,�(�,�=�(���(���'���+���UG�����12�������Y�
τλ (t)

!L�����7���
���.�$��- �(���
����:�����8.�

τ (t)
���35��*���,5����������,! ���Y)=G,����16���&���Y�0�������

τπ (t)
8.�UG,�������,G,�����

�(�����Y) ���(���,�fG,����16���&���Y�/�(�����
τπ′ (t)

M
•

� Z^r�Z^klPmZ^PS_ r � .Q���
π ∈ V ≤mt

! �.�,�
τπ+ (t)

#6�`�&�,B����,�*���"�(��� {
uππ′ | u ∈ Vt, ππ

′ ∈ V ≤mt

} -8 �&��%�G��,�J��%&#�:��(��1�� ��-
τ (t)

M;I�#Y5+8 ��%����.)�!
τλ+ (t) = τ (t)

M 4A�0%�����8 ���&%�G,��8 ���;���@�(�&�
� �,��:�������-

π
�(��1���� 5�� �(�����

τλ+ (t)
8 �f��G^)+G�� 8.G�M

� XFV\ �
|π| = m � 	 τπ+ (t) = τπ (t)

!&����8 GW��8 ���j�(�����'����� ���������,-K�����
��G,)+G��.8 G�M
T^c2q���Z^_ PmaFc 	 # �,�

π ∈ V <m
t

!$����� ������%����
τπu+ (t)

8 �4��G^)HG,� 8.G<-K���4��� �
u ∈ Vt

M �U��
G�������8.�����

τπ+ (t)
M 	 � �������>)�!

τπ+ (t) =

(

⋃

u∈Vt

τπu+ (t)

)

∪ τπ (t) ∪ (∅, E)

�����,���
∪

8 ���&8 G3�F�(���iG��+������8.�������,��8 ��� %���8.���"!����&�������,���

E = {((uπ, uπu) ,
������1

) | u ∈ Vt} ∪ {((uπu, uπ) ,
� 8>-S�

) | u ∈ Vt}
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τπu+ (t)
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G���������G^�(8.��:*����GW�J��-"�����0G,����16���&���Y�(�E�(�

τπ (t)
M �f�� ������%��;�f�(���F�����������08 �E�'G,)+G��.�

8 �
τπ+ (t)

!������<������� 8>� G,���Y�W��8.��� �0�&�H���i8 �<�UG�����16�������Y�
τπu+ (t)
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τπu+ (t)
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τπu+ (t)
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τπ (t)
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τπ (t)
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τλ+ (t) = τ (t)
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�
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τ(t)

!����DG3���
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A
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τA = τ
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A
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τA = τ
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Σ
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Φ
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m ≥ 1

!
A = (0, (Σ,Φ) , (Σ,Φ′) , QA, q0,A, RA)

��8.���

Φ′ = Φ ∪ {
�&����1

,
� 8.-S�
}

QA = {qφ,i | φ ∈ Φ ∪ {
�.8.-S�
}

���&�
i ∈ [0, m]}

q0,A = q � �  � ,0
RA = {〈qφ,i, ψσ,F,r〉 → ιφ,i,σ,F,r |

φ ∈ Φ ∪ {
�.8.-S�
}

!
i ∈ [0, m]

!
σ ∈ Σ

!

F ⊆ Φ
!��(���W���L-K%&��G,��8 ���

r : F → Φ}

ψσ,F,r ≡ ∃x :
���3���

(x) ∧ (
�9��#

σ (x) ∧




∧

φ̂∈F

∃y :
( ����:��

φ̂ (x, y) ∧
�,��:��

r(φ̂) (y, x)
)



 ∧





∧

φ̂∈Φ−F

¬∃y :
�,��:��

φ̂ (x, y)
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ιφ,i,σ,F,r = ((νφ,i,σ,F,r, εφ,i,σ,F,r) ,
���H���

φ,i,σ,F,r)

���&�����

Vφ,i,σ,F,r = {
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φ,i,σ,F,r} ∪
{
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〈
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�
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���+���
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�
) ,

������1
) | i < m} ∪

{((u � ���
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i = 0
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���&����%&�

d (
���H���

d) = ∅
!&���&8 GW��8 �/8 �&�����,�������4G3������M

T^c2q���Z^_ PmaFc , # �,�
k ≥ 0
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k - � �,��:��(� �&����8>5����(8.���

�����
(〈q � �  � ,0, (

���+���
t, λ)〉)⇒k

A,t dk
��8.���

dk ∈ RΣ,Φ′ (CA,t)
M 4A�'G�����������8.5�� �����41�����12���?�b)J-K���/���,��8>5��F�(8 ���
�����

(〈q � �  � ,0, (
���+���

t, λ)〉)⇒k
A,t dk ⇒A,t dk+1

��- �.����:��(�
k + 1

���f-K���.� �����MN# �,�
wk ∈ Vk

#2�'�����
G,����1�%&�W�F�(8 �����?�(�,17���+���4��-`������1
dk ⇒A,t

dk+1

!&��8>�(�
νk(wk) = 〈qφ,i, (u, λ)〉

!
u ∈ Vt

!������
qφ,i ∈ QA

M � �U�������(���F� �(��� 12��#&#�� ���?�W��GW	;8 �
���.�i�3)+�

λ
#2��G3��%����

A
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8 �
〈qφ,i, ψ〉 → ι

��8>�(�
ψ = ψνt(u), ��� � t(u),r

���&�
ι = ιφ,i,νt(u), ��� � t(u),r

!Y��8.�(�
r
(

φ̂
)

= εt(φ̂(u), u)
M

4 � ������� ���35��
dk+1

∼= dk [wk ← ι ((u, λ))]
< �i��G3��� ������%���� ��8.�(�&��%&��� �����j��-�:������,�(���.8.�b)
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dk+1 = dk [wk ← ι ((u, λ))]
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8.�fG3���=#2�
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π
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λ
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ι (u) = ι ((u, λ))
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u ∈ Vt
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hk
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dk�(�
τ (t)
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��8 �.� ���� ������
�(���F�f���������
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hk+1

-K�����
dk+1
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τ (t)

�������U��� ���;�����(8.��B��,�0��� �
��-$�(���,���41�����16�,���(8.���,M
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hk+1
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dk+1
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dk
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ι (u)
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{

φ̂ (wk) | φ̂ ∈
��%&�

k+1 (wk)− {φ}
} !

���&� �i�;� ���Y�
�(�7#�8.��� ����GW� ��- ���������
φ̂ (wk)

���
φ̂ (hk (wk))

M �U����,5�����!`����8 �'G3��� �����.) #2�
��������8.-

φ̂ (hk (wk)) \���P V^_KV -K���p���.�
φ̂ ∈

��%&�
k+1 (wk)−{φ}

M,>�)o1�����12�����b) ���'��-6������8 ����%&G,�(8.���
������%���1&��8 ���"!

νk (wk) = 〈qφ,i, (u, λ)〉
8.�;1��.8 �,�E�������

hk (wk) = uπ
-K��� �������

π ∈ V i
t

!&���j�����F�
���*�i���Y� �(�J1����5��<8.�U�(����� ��%&�

τ(t) (uπ) ⊇
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k+1 (wk) − {φ}
M64 �
��8 � � !Q8 �=- ��G^�3!61����5��<�����
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� � � � � �`��%&�
τ(t) (uπ) =

��%&�
k+1 (wk)
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��� ����
 ��.������ �(���4���^B���8.��8 ���I��-
τ (t)

���4G3�������,��8.5��',
��%&�

τ(t)(uπ) =
��%&�

t (u) ∪ {
������1

| |π| < m} ∪ {
� 8.-S�
| π (|π|) = u}

M
4A�`	����� �(����� #2��G3��%����

dk+1 = dk [wk ← ι (u)]
! ��%H�

k+1 (wk) =
��%H�
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��%&�

ι(u)

( ���+���
ι(u)
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ι (u)
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ι(u)
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��%&�
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������1

| i < m}
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��%&�

ι(u)

( ���+���
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=
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ι(u)
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ι(u)
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φ =

� 8>-S�f�����
|π| = i = 0
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	����� �������
{
�.8.-S�
| π (|π|) = u} = ∅
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( ���H���
ι(u)
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��%H�
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�&����1

| i < m}

=
��%&�

t (u) ∪ {
������1

| |π| < m}

=
��%&�

t (u) ∪ {
������1

| |π| < m} ∪ {
� 8.-S�
| π (|π|) = u}

=
��%&�

τ(t) (uπ)
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wk 6=

���+���
k
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k (wk) = {φ}
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k+1 (wk) =
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ι(u)
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ι(u)
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= {φ} ∪ ((
��%&�

t (u)− {φ}) ∪ {
������1

| i < m})

= {
� 8.-S�
| φ =

� 8>-S�
} ∪

��%&�
t (u) ∪ {

�&����1
| |π| < m}

= {
� 8.-S�
| π (|π|) = u} ∪

��%&�
t (u) ∪ {

������1
| |π| < m}

=
��%&�

τ(t) (uπ)
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{φ} ∪ (

��%&�
t (u)− {φ}) =

��%&�
t (u)
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φ ∈

��%&�
t (u)

!
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φ 6=
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φ =
�.8.-S��8 �/G��5������,�e#Y)

{
� 8.-S�
| φ =

� 8>-S�
}

M �/��8 �
8.�������'G3�����*�J7&��G^�(�>) �������

hk (wk) = uπ
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π (|π|) = u
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φ
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hk (
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τ(t)

M +U�
hk

8 �48 �Q@���G,��8.5���! �(��8.�'8.�;1&� 8 �,�
�(���F�

φ
��� ���=� ��#6�,� � �(�&�;B������<��%&�(:���8 ��:I���&:��@���A�(���;1����(� -K�����

hk (wk) = uπ
���=���+���

τ(t)

M
�U�� ��#������?5��0������� 8>- ���+���

uπ
��-
τ (t)

����� ���@��%&�(:���8 ��:'���&:��0� ��#6�,� �,� klP . _ !+�������J����8 �E����:��08 �
���.�i�3)+���(�&�UB������ �,��:��U���@�(�&�01������;-K����� �(���������+���U���*���H���

τ(t)
!H��������8 �E1������J� �������p�(������%�:��

�(��� klP . _ �,��:��j�(�
u � �  � (π,|π|−1)

! �(������%�:�� �(���oG,���;12�����,�Y�
τ � �  � (π,|π|−1) (t)

���������o���J7+�
16�,#�#�� �
���
π (|π| − 1) � �  � (π,|π|−1)

!���������%&:�� �(��� �.8.-S�/�,��:����(�
π (|π| − 1) � �  � (π,|π|−2)

!��^�(G,�,�(�,�(��%��Y�(8 �6�(���
16�,#�#��.�U�?�W��GW	�8 �E����1&�b)�!&�����@�������;�(�

(
���+���

t)λ
M�&H%&�;�;����81B�8.��:�!

hk (wk) = uπ
����� � klP . _ ����:��

8 #
π (|π|) = u

< �(��� klP . _ ����:�����8.� �`#2�������;B������
����:��@��� �(���;1������A�(�����+���
τ(t)

! ���'8 �
φ

! ���
φ =

�.8.-S� 8$#
π (|π|) = u

M �/��8 ��G,����G��.%����,�������41����+��- ��-$�(��� 	 �9��8 ��M
�

�0�35+8 �&: �������� �(�����0�(���j��%H�(:���8.��:J�,��:��j�9��#6�,� �0��-
wk

8 �
dk+1

�;���(GW�7���������j��-
hk (wk)8 �

τ (t)
!&���
G��������� ���^B����

hk+1
���/-K���.� �����,

hk+1 = hk ∪
{(

φ̂〈k+1〉 (wk) , φ̂〈τ(t)〉 (hk (wk))
)

| φ̂ ∈
��%&�

k+1 (wk)− {φ}
} M

� � 8 � ��#�5+8.��%��J�(�����
hk+1

8 � �C�����W���f-K%���G^�(8 ��� -K�����
Vk+1

���
Vτ(t)

#2��G���%�����! ��� ��#����,��5��,�
#6�^-K������!

Vk+1 − Vk =
{

φ̂〈k+1〉 (wk) | φ̂ ∈
��%&�

k+1 (wk)− {φ}
} M .�%��?�(���,����������!&���
G����e������

�(���F�
hk+1
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hk
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w,w′ ∈ Vk ⊆ Vk+1

!
w 6= w′

8 ��1�� 8.���
hk+1 (w) = hk (w) 6= hk (w′) =

hk+1 (w′)
M .�%������������;������!�-K���@����) ���+�����

w = φ̂〈k+1〉 (wk)
�����

w′ = φ̂′〈k+1〉 (wk)
! ��8.�(�

φ̂, φ̂′ ∈
��%H�

k+1 (wk) − {φ}
!
w 6= w′

��#�5+8.��%����>)78.�;1��.8 �,�
φ̂ 6= φ̂′
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hk+1 (w) =

φ̂〈τ(t)〉 (hk (wk)) 6= φ̂′〈τ(t)〉 (hk (wk)) = hk+1 (w′)
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�����

w′ = φ̂〈k+1〉 (wk)
!
φ̂ ∈

��%&�
k+1 (wk)− {φ}
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���5��
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hk (Vk)
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hk+1 (w′) = hk+1 (w)
!�8mM ��M>!

φ̂〈τ(t)〉 (hk (wk)) = hk (w)
M 	 � �������>)

w 6=
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M �/�����;1����(�
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dk
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φ
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τ(t) (hk (wk) , hk (w)) =

hk (wk)φ〈τ(t)〉 (hk (wk)) · · ·hk (w)
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τ (t)

M >i%&�i8.-L��%�� ������%&�;1&��8 �����(���F�
φ̂〈τ(t)〉 (hk (wk)) =

hk (w)
8.�i�(��%���!&������� 8>- ∣

∣

1������
τ(t) (hk (wk) , hk (w))

∣

∣ 6= 2
!&��� ���35��

(hk (wk) , hk (w)) ∈ Eτ(t)�����J���<1������
τ(t) (hk (wk) , hk (w))

8 � � Z^r�Z^k \ 8 �
τ (t)
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1����(�
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∣

∣ = 2
!��������

φ〈τ(t)〉 (hk (wk)) =
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φ̂〈τ(t)〉 (hk (wk)) = hk (w)
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φ̂ 6= φ
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νk+1 (wk) = νι(u)
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ι(u)
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= νt (u)
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hk+1 (wk) = hk (wk) = uπ
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ντ(t) (uπ) = νt (u)
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{φ}
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∣
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εg (vi, vi+1) ∈ Φ X�c2q εg (vi+1, vi) ∈ Φ .3aFR i ∈ [1, k − 1] �

��� ����
 �`�b� ����8 �41����H��- !"�i�o��8 �.� %����������o�(�����j��%�#&1����,��8 G����(�,�
ψ1..5

�������4�i�,����%����,� 8.�
�����4���,B��&8.�(8.��� ��- 1������

Φ (x, y)
�(�o8 �&���Y�(8>-S)@�(�&�'G,����16���&���Y�(����- 1������

Φ (x, y)
M

(⇒)
+0����%����U1��F�(�

Φ (x, y)
8 �p�(��%��f��8>�(�;#�8 ���&8 ��:

B = (bF ������	 , bF 
 	�� , b)
!
b ⊇ bAΣ,Φ′ ,g

M # �^�
bx = bF �����	 (x)

�����
by = bF ������	 (y)

M �/����� ���������;�87H8 �����*�����+���;���,�
bP ∈ P (Vg)

�����(���F�
ψ5

8 �f�(��%&�
��8.���=#�8.����8.��:
B5 = (bF ������	 , bF 
 	�� ⊕ (P, bP ) , b)

M �/�����D#Y)eG����A@�%&��G,���
x ∈ P

�����
y ∈ P

��-
ψ5

!
bx ∈ bP

���&�
by ∈ bP

M 4 �/��8.� �&�&� � G����&���(��%�G,��� 1������
v1v2 · · · vk

-K�����
v1 = bx���

vk = by
���������

vi ∈ bP
-K���

i ∈ [1, k]
!6�����e���&�����

εg (vi, vi+1) ∈ Φ
���&�

εg (vi+1, vi) ∈ Φ-K���
i ∈ [1, k − 1]

M 4A���?�W���?�4��8.�(�
v1 = bx

MM>�)7G����A@�%&��G,�
(
�C5

(x, y) ∨ ψ4)
��-
ψ5

!$���4�.�3���?�
���&�<��-p��5

(x, y)
�����

ψ4

8.�U�(��%��*��8>�(�D#�8.����8 �&:
B5

M � -E�C5
(x, y)

8 �f�(��%&��!L�������7���o�����*�������!,
v1 = bx = by

8 �U�;1������e-K�����
bx

�(�
by

!6�����
v1 ∈ bP

Mf� - �����3!Q�(�&���=���*	����� �(���F�
ψ4

�<%��?�
#2�<�(��%��j��8.�(� #�8.����8 �&:

B4 = B5
! ���&8 GW� 8 ��1�� 8.���U�������'G����A@�%���G^�

∃b ∈ P :
%��,��:��

Φ (x, b)
8.�

����%���! ���e�(���,���@�87H8 �����<�
v2 ∈ bP

���=�(�����
εg (v1, v2) ∈ Φ

�����
εg (v2, v1) ∈ Φ

M �f���(�o�(�����



/ � �/��	 � ��� � � � 	 � ��� ���

v2 6= v1

#2��G���%����
g

8 �U��G,)+G,� 8 G � �����7���
v1v2

8 �0�;1��F�(� � M	�U�5+8.��:@�(�&�����
B����?�0�b��� ���H�&����!2�i�
G3���AG�����1��.�,�(�o�(�&�@1������C���'-K��� �.����'#Y)A�����&8 ��:e�e���+���@���<�I�(8.�;��! �;��	�8 ��:���%&���;�������
��%��
1������ 8 �4���&�.) G���������G^�(�,�C#Y)A%&����8 ����G^�(��� ����:��,�*8.�

Φ
! �����A�������'�i�;���=�����*:���#���GW	 ���.����:

���C�,��:��@�������<8.�<���.�������&) 8 � �����J1��F�(�"M # �^�
vi

#6���(���J� �����*���+���@�(�����*�i���j���&�����C���7�(���
1������"Me� -

vi
8.�
�C5�%��������

by
! �(���,� ��� �����;��������Me� -��&���3! �������

vi
8 �'�����<�C5�%��������

v1 = bx��8>�(���,� � ���
v1 · · · vi

8.�<�71��F�(� � !p����� ���*1����,��8 G����(�
ψ4

8 �
����%��;��8.�(� #�8 ���&8 ��:
B4

!`G����Q@�%���G,�
ψ3

8.�U�(��%��*��8>�(�7#�8.����8.��:
B3 = B4

! �����D���
vi 6= bx

���&�
vi 6= by

!
ψ2

8 �U����%��
��8.�(�=#�8 ���&8 ��:
B2 = (bF �����	 ⊕ (p, vi) , bF 
 	�� ⊕ (P, bP ) , b)

M �/�&8 ��!�8 � �(%����"! 8.�;1��.8 �,�*�(���F�
ψ1

8 �j�(��%��I��8.�(�
#�8 �&��8 ��:

B1 = (bF �����	 ⊕ (p, vi)⊕ (a, w1)⊕ (b, w2) , bF 
 	�� ⊕ (P, bP ) , b)
!2-K���0�;1���8 �U��-`���+���,�

w1, w2 ∈ bP
!"����8.GW� 8.�;1&� 8 �,�U�������

εg (vi, w1) , εg (w1, vi) , εg (vi, w2) , εg (w2, vi) ∈ Φ
M �U��

G����&��8 �&���
�����;-K��� � ���8.��: �b�i�D��8.�(%����(8.������MO�/���;B����?�j8 �4�(���F�
vi−1 = w1

����! ��)+���;�^�(��8.G3���.�.)�!
vi−1 = w2

M��b�7�(��8.�0��8.�(%����(8.���"!Q�i�*�(��	��
vi+1 = w2

� 8.- vi−1 = w1

�U���
vi+1 = w1

� 8.- vi−1 =

w2

�^!�����8.GW�78 �����,G��,���(����8 �>)���8 #6�������Y�U-K����� ���.� 1����^5H8.��%��f���+�����U8 �I�(���
1����(�L!6���f���������
����%�� �
���(�&������8.���<#2�<�JG^)+G�� �*8 �

g
M�� -

vi−1 6= w1

�����
vi−1 6= w2

!6�������D���<	����� -K���0G��,���(��8 �=�������
ψ1

8 �i��� ���<�(��%��0��8.��� #�8 �&��8 ��:
B′1 = (bF ������	 ⊕ (p, vi)⊕ (a, vi−1)⊕ (b, w) , bF 
 	�� ⊕ (P, bP ) , b)-K���

w ∈ {w1, w2}
! ����� �i�;G3��� - ���.� #���GW	7����������B������'��8.�(%����(8.��� ����� G����Y�(8.��%���-K���
����)7��-

�(���,���I1���������!E#2���(� ��-�����8.GW� ����%��.� �^5��,����%����.�.) �.�3���C���
by
, ���j�^5����?) ���,� ���+��� �i�������

�(���(���;1����(� 8 �'��8 #6�������Y�*-K����� ��� �`�(�&�@1����,5+8 ��%&�*�����,��!p���&� ���
bP

8.�'B���8.����! ������8 �&:=���+�����
-K��� �.���8 ��:'�(��8.� 1����+G��,��%����4��8.� �6�,5��,�Y�(%����.�.);)H8.���.�I�oG,����1�� �^�(��1��F�(� -K�����

bx
���
by

M �U����,5�����!
�(��8.� G3���������/����1�12��� ,E���/#2���(� 1����(��� ����%��.�I� �3���@�(�

by
!&�����I#2���(� 1��F�(��������� ��8 �?�(8.��G,��!H�(�&�,)

�i��%�� � -K����� �oG,)+G��.�'8.�
g

�����,� @���8.����� ����:��,�������,M �/�������,-K������!��(�&8 �/G������'G3���&�������+G�G�%&��M
(⇐)

+U����%&�;� �(����� �(�&�����48.�/�<1������
v1v2 · · · vk

��8>�(�
v1 = bF �����	 (x)

!
vk = bF �����	 (y)

!����&�
#6���(�

εg (vi, vi+1) ∈ Φ
�����

εg (vi+1, vi) ∈ Φ
-K���

i ∈ [1, k − 1]
M%�/�����o1������

Φ (x, y)
8 �$�(��%���-K���

#�8 �&��8 ��:
(bF ������	 , bF 
 	�� , b)

#6�,G3��%����
ψ5

8 �0����%��*��8>�(�D#�8.����8.��:
B5 = (bF �����	 , bF 
 	�� ⊕ (P, bP ) , b)��8.���

bP = {v1, v2, . . . , vk}
M �/��8.�eG���� #2� �����,� ���I-K��� �.�����M # �^�

bx = bF �����	 (x)
���&�

by = bF ������	 (y)
M I #Y5+8 ��%����>)�!

bx = v1 ∈ bP
�����

by = vk ∈ bP
!*��� �(��� G,���A@�%��&G,�(�

x ∈ P
�����

y ∈ P
��-
ψ5

����� �(��%��A��8>�(� #&8 ����8.��:
B5

M �f��4!
8>-
k = 1

!��(���,�
v1 =

vk = bx = by
!U��� ��5

(x, y)
��8 �.�0#2�D�(��%&��!0����8.GW� 8.�;1&� 8 �,�;�������

ψ5

��8 � �U#6�D����%���M �U��
G����&��8 �&���o�(���eG3�����=�(���F�

k > 1
M �/�&���

ψ4

8.������%�����8.�(� #�8 �&��8 ��:
B5

! #2��G���%����7G����Q@�%���G,�
∃b ∈ P :

%&����:��
Φ (x, b)

8.������%��A���
εg (bx, v2) , εg (v2, bx) ∈ Φ

�����
v2 ∈ bP

!4����� #2� -G3��%&���
ψ3

8 �J�(��%�� ��� �i�,� � !U����8.GW� ��� ��8.� �U����������87+�3M .Q���
ψ3

�(� #6�7����%���!0�i� ���&��%�� �
������ �(�����

ψ2

8 �I�(��%�� ��8.��� #�8.����8.��:
B2 = (bF ������	 ⊕ (p, vi) , bF 
 	�� ⊕ (P, bP ) , b)

-K���=���Y)
vi /∈ {bx, by}

!$8 M ��M.!
i ∈ [2, k − 1]

M �/��8.�48 � �(���oG������o�������
ψ1

8 � ����%��j��8.���A#&8 ����8.��:
B1 =

(bF ������	 ⊕ (p, vi)⊕ (a, w1)⊕ (b, w2) , bF 
 	�� ⊕ (P, bP ) , b)
-K��� �<1���8 ����- ���+�����

w1, w2 ∈ bP
M`� �

8 �`������)o�(�'���,�f�������
ψ1

8 �`�(��%��/��8.�(��#�8.����8 �&:
B1

8.-
{w1, w2} = {vi−1, vi+1}

M,�/��8 �pG,����G��.%����,�
�(���41����H��-$��������1��F�(�

Φ (x, y)
8.� �(��%&�4��8>�(�I#�8.����8 �&:

(bF �����	 , bF 
 	�� , b)
M

�
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	 / �

�	��
������������� �&M���M 
�� � # �^�
Σ,Φ,Φ′

#2�E��� 1&����#2�,�(�,!F��8>�(�
Φ′ ⊇ Φ

M # �,�
C ⊇ AΣ,Φ′∪{

�������
}#2�4�����,�f��- ���,�9����8 ��� �?)H�*#6���.��M �/���

C - dH&�I 1����,��8 G����(� ���3��GW����#�� �
Φ (x)

8 �/���^B����,�7���
������GW����#��.�

Φ (x) ≡ ∃h : (
���3���

(h) ∧
1������

Φ (h, x))
M

�/�&�@1�������8.G3�����@������GW����#&� �
Φ (x)

8.����8 G����(�,�'�������
x

8 �'������GW����#��.��-K����� �(�&�@��������8.��:=�������
�.�HG����(8.���7����8 �.�jG���������8 ��:e�����.)7����:��,�*� ��#6�,� �,� 8.�

Φ
M 4 �o��8 �.� ���� 1���� 5��@����12��G,89���`G������;��-

����8 �/8.��������1����^�W����8 ���"!H����8 GW�e8 �/�(���F��8 �e�o�������
τ (t) � ���f8 ��#0�^B���8.��8 ���-��M ��M����^!����3��GW����#�� �

Φ (x)8.�i�(��%���-K�������.�6���+���,�f8.�J�(��� ������� G�����16�������Y�/�(�����
τπ (t)

���������4�����4��������8 �&:j���3���I������8.�����,M

������� � ��M ��M 
���� � \^_ Σ,Φ,Φ′ �^\ X�k � �&X��^\^_KV��;]`PS_�� Φ′ = Φ ∪ { q�R(a � , klP . _ } � � \^_ C ⊇
AΣ,Φ′ ∪ { ��\�XYq } �^\;XIV\^_ a .jR(\^k>X�_ PmaFcAV^r�hM�^aFk V�� � \^_ m ≥ 1 �0X�c2qek \^_ τ : RΣ,Φ → RΣ,Φ′ �^\
q+\ � cL\�q XFV�PSc � \ � c�PS_ PmaFc�� ��� ��� � � �+R^_���\^R h@aFR(\��"k \^_ t ∈ RΣ,Φ

� u ∈ Vt � π ∈ V ≤mt
�$X�c2q�k \^_ B =

(bFnode, bFset , b)
�^\
X ��PSc2q�PSc�+ .3aFR C ( � O"! � R(\�q�PmZ�X�_ \WV ]`PS_ � b ⊇ bAΣ,Φ′ ,τ(t) ∪ {( ��\�XYq , {uπ})} � ��\^c R(\�X+Z �&X���k \
Φ (x) P V=_ R8�Q\=]`PS_�� ��PSc2q�PSc�+ B P .=X�c2q aFc�klr P . bFnode (x) = wπ .3aFR VaFh@\

w ∈ Vt �

��� ����
 �,4 �p���35������3��GW����#�� �
Φ (x) ≡ ∃h : (

�������
(h) ∧

1����(�
Φ (h, x))

!����8 GW�'8 � ����%�� ��8>�(�
#�8.����8.��:

B
8$# 1����(�

Φ (h, x)
8 �f�(��%��*��8.���7#�8.����8 �&:

(bF ������	 ⊕ (h, uπ) , bF 
 	�� , b)
!L�����������

(h)
8.�

���&�.)I�(��%��*�����,�
bF ������	 (h) = uπ

M'+/G�G�������8.��:@�(�O# �,�;�;� ��M ��M 
 �H!61����(�
Φ (h, x)

8.�U�(��%��*��8>�(�
����8 �'#�8 �&��8 ��:�8 # ���������@�87&8.�����<�e1����(�

v1v2 · · · vk
��8>�(�

v1 = bF ������	 (h)
!
vk = bF ������	 (x)

-K���
����8.GW�

ετ(t) (vi, vi+1) ∈ Φ
���&�

ετ(t) (vi+1, vi) ∈ Φ
-K���

i ∈ [1, k − 1]
M � -U�(����1������ -K�����

bF ������	 (h)
�(�
bF �����	 (x)

�(����8 ��B����4�(��8.�'G,������8>�(8.���"!"�(�&���
bF ������	 (x)

���&�
bF �����	 (h) = uπ

�<%��?�
#2�J8 �A�(��� �����;�;G�����12�������Y�<�����,�

τπ (t)
��-
τ (t)

!p���*������� ��-/����� ���&:����j�.�3����8.��:e���D���(�&���
G,���;12�����,�Y�f�����,���U�����'�9��#2���.���I8 �

Φ
MN+U� � ���+���,�U8.�eG,���;12�����,�Y�f�����,�

τπ (t)
�����

wπ
-K���f�������

w ∈ Vt
M;I��J�(�&� ���(���,� �����&�"!�8.-

bF ������	 (x)
�����

bF �����	 (h) = uπ
�����08 �J�(�&���(������G,���;12�����,�Y�

�������
τπ (t)

��-
τ (t)

!��(���,�J1������
τ(t) (bF ������	 (h) , bF �����	 (x))

8 �E���Y�(8.���,�.)j��8.����8 �o�(�����iG,����16���&���Y�
�������<�����D���,��G��jG,���Y�W��8.���������>)�����:��,����8.���7�9��#2���.�08.�

Φ
ML�/��8 ��G,����1�� �^�(���f�(���*1����+��-p��-p�(�&�

# �����;�&M
�

�	��
������������� ��M ��M
��� # �,�
Σ,Φ,Φ′

#2�j��� 1&����#2�,�(�U��8.�(�
Φ′ ⊇ Φ

! ���&�D� �,�
C

#2�j�J���^�4��-
�����9�F�(8 ���e�?)H�*#6���.��MU� -

ψ ∈
d$&
I

C
!Q�(�&���

ψ ZWaFc&V^_ R�X�PScL\�qJ_ a Φ
!L����8.���(���

ψ [Φ]
!L8.�0�

C ′ - dH&
I
1�������8.G3������!&��8>�(�

C ′ = C ∪ AΣ,Φ′ ∪ {
�������
}

!����^B������=���/-K��� �.�����,

•
� -
ψ ≡ x ∈ X

-K���f�;�&�H��� 5�����89��#��.�
x

�����=���&�H���'���^�U5�����89��#&� �
X

!�����8>-
ψ ∈

+�.
α-K�����o����� ���(8.��� ��)+�<#2���

α ∈ C
!��(�&���

ψ [Φ] ≡ ψ
M

•
� -
ψ ≡ ¬ψ1

��8.�(�
ψ1 ∈

dH&�I
C

!��(���,�
ψ [Φ] ≡ ¬ψ1 [Φ]

M
•

� -
ψ ≡ (ψ1 ∨ ψ2)

��8.���
ψ1, ψ2 ∈

d$&
I
C

!��(���,�
ψ [Φ] ≡ (ψ1 [Φ] ∨ ψ2 [Φ])

M
•

� -
ψ ≡ ∀x : ψ1

��8>�(�
ψ1 ∈

dH&
I
C

�����
x

�@�&�H���'5�����8 ��#�� ��!��(���,�
ψ [Φ]

8 �U���,B������
���

∀x : (
���3��GW����#��.�

Φ (x) =⇒ ψ1 [Φ])
M
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•
� -
ψ ≡ ∀X : ψ1

��8>�(�
ψ1 ∈

dH&
I
C

�����
X

�=���+���J���^�<5�����8 ��#��.��! �������
ψ [Φ]

8 �
���^B������=���

∀X : ((∀x ∈ X :
���3��GW����#�� �

Φ (x)) =⇒ ψ1 [Φ])

-K���/�����;� �&�H��� 5�����89��#��.�
x

M

�b� ����� ���,B��&8.�(8.��� ��-
ψ [Φ]

!��(�&�A1�������8.G3����� ���3��GW����#��.�
Φ (x)

8 �I%����,� ��� �(�������?-K����� ���
dH&
I 1����,��8 G����(�

ψ ∈
dH&
I

C

!L�(���F�3!"���)�!"�i����	���-K���0�������,�
t ∈ TΣ,Φ

!"��� �J1�������8.G3�����*�(���F� 8 �
��5�%�8>5���� ���Y� ���

ψ
�����,�;8>� 8.�`��1�1��.8 �,�*�(�4��� ����:��,� �������

t′ ∈ TΣ,Φ′

�(�����`G������(��8 �&�p���j8 �����;����1���8.G
G���1Y) ��-

t
!Q����� ���������4�����41����?�/�(����� 8 �/8 ����������1��&8 GU���

t
G����I�����.)@#6� �.�,-S� ��������%�:�� 9 �;����	����

����:���� :4�������0�����'�9��#6�,� ���I��%H�(��8.���'��- �����*�,��:��'�9��#2��� �����@��8.�I��-
t
M �U���(�4�(�����f��%�GW� ��� ����:����

�(�����
t′

�;�3)jG������(��8 �����^5��,�(���2G�����12�������Y���E������������������GW�J����8 ����������1��&8 G/G���1�)o��- � � 12������8 #��>)
��8 #6�������Y�8�`�(������<H�(����1&�����&8 G3�F�(�

ψ [Φ]
G�������8 ���,��� �����.)o�(�&��G�����12�������Y� ���������(��� R(\�XYq�PSc�+ ��\�XYq

���,��8 �&���p8 �"M �b�;��%&�E��8 �<%&�9����8 ��:�1H���
M ′

!Y���f��8.� ��%����UG,�����?�(�(��8 ���,�JdH&�I 1����,��8 G����(�,��#Y)j�(��	�8 ��:
�(���pG,������8>�(8 ����� ��-+�(���p����8 :�8.������1H���

M
! �(����� ������	0���*�/�(�����

t ∈ RΣ,Φ

!����&�'�������'G����&���(����8 �&8 ��:
�(���,� ���J�i����	=���

τ (t) ∈ RΣ,Φ∪{ � �  � , � ���
�
}

M'4A�<��8 � �$G����������(��8.�=�(���jG,������8>�(8.�����0��-
M

���J�(���
����:�� ���,�

Φ
!����&8 GW� ��8 �.�L�;��	�� ��%������������/�(�&� G������&8.�(8.�����i������	J�J7&��G^�(�.)@��� �(��� �&�H���,�/��-$�(���

G�����12�������Y�f�(�����
τπ (t)

��-
τ (t)

8.������8.GW�=�(�&�
���3����8.��:@�&�3���e������8 ���,�U�����,�=�(�&�*G�������8.��8 ���I8.�
�,5����.%����(�,�"M

�/���e���J7+� ���^B���8>�(8 ��� ��������J���� �(� �(�(������-K����� ��� dH&�I�1&�����&8 G3�F�(�=#Y) ���,1��9��G�8 �&: ���
���(���;8.G=-K�����*%��9�C#Y) ��� dH&
I 1&�����&8 G3�F�(��M �/��8.����8.� ����� � �� %�� �(� ���,1��9��G,� ���,-K�,���,��G��,�e�(�
16�,#�#��.����8 �

M
� �fG������&8.�(8.�����/#Y) �C5+%&8.5���� �,�Y��1����,��8 G����(�,�f8.� �(���4��8.�<%�� ���(8.��:<1&���

M ′
M

�	��
������������� ��M ��M
� � # �,�
C

#2�J�����,�*��-/�����9�F�(8 ���A�?)H�*#6���.�*�����C� �^�
ψ ∈

dH&�I
C

MD# �,�
C ′ ⊆ C

!������<� �^�
f :
(
⋃

α∈C′

+�.
α

)

→
dH&
I

C

���U�(����� -K���
α ∈ C ′

�����
α
(

x1, . . . , x � ��� ��� (α)

)

∈+�.
α

!
f
(

α
(

x1, . . . , x � ��� ��� (α)

)) 8.�`���;dH&
I 1����,��8 G����(�i��8>�(�j-K���,� 5�����8 ��#�� �,�
(F 
	� ��� , ∅)

!
F 
	� ��� ⊆

{

x1, . . . , x � ��� ��� (α)

} M �/���,�
ψ [f ]

8.�/���,B������e����G,%�����8.5����.)���� -K��� �.� ��� ,

•
� -
ψ ≡ x ∈ X

!��(���,�
ψ [f ] ≡ x ∈ X

M
•

� -
ψ ≡ ¬ψ1

��8>�(�
ψ1 ∈

dH&
I
C

!��������
ψ [f ] ≡ ¬ψ1 [f ]

M
•

� -
ψ ≡ (ψ1 ∨ ψ2)

��8.�(�
ψ1, ψ2 ∈

dH&
I
C

!&�������
ψ [f ] ≡ (ψ1 [f ] ∨ ψ2 [f ])

M
•

� -
ψ ≡ ∀x : ψ1

��8.���
ψ1 ∈

dH&�I
C

�����<�U���H�&�E5�����89��#��.�
x

!��(���,�
ψ [f ] ≡ ∀x : ψ1 [f ]

M
•

� -
ψ ≡ ∀X : ψ1

��8.���
ψ1 ∈

dH&�I
C

�����@�'���+�������^�i5�����89��#��.�
X

!��(���,�
ψ [f ] ≡ ∀X :

ψ1 [f ]
M

•
� -
ψ ∈

+�.
α
!
α /∈ C ′

!&�(���,�
ψ [f ] ≡ ψ

M
•

� -
ψ ∈

+�.
α

!
α ∈ C ′

!&�(���,�
ψ [f ] ≡ f (ψ)

M
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�	��
�������������+��M ��M 
 �� .����$�U:�8.5��,�*1&���
M = (n, (Σ,Φ) , (∆,Γ) , Q, q0, R)

�����*���*8.������:��,�
m ∈ [1,

-K:
(M)]

!��i�4���^B����
M ′ = (n−m, (Σ,Φ′) , (∆,Γ) , Q, q0, R

′)
!������,���

Φ′ = Φ ∪ {
�&����1

,
� 8.-S�
}

R′ = {〈q, ψi〉 → ιi | 〈q, ψ〉 → ι
8.�/8 �

R
�����

i ∈ [0, n]}

ψi =

{ - ���.��� 8>-
ψ

%&�����f12��#
k

-K�����j� �+G3���L12��#�#��.�
k < i

ψ [Φ] [fi] ∧
��8 ��16�,#6G,��%��Y�

i ∧
�(��-K�

ι,i

���������?��8 ���

ιi = ι [si]

��8>�(�
fi :

(

⋃

k∈[1,m]

+�. �
� �
k

)

→
dH&
I

AM′

���&�
si :

	 �
M →

	 �
M ′

���^B����,�7���/-K���.� �����,

fi =
{( 12��#��

� 
 (i,m) (x) , ∃a :
( ����:��

lift (x, a)
))

| x
8 ���o���H�&��5�����89��#�� � }

∪

{(
16�,#

k (x) ,
- ���.���

) | x
8 ���j���+��� 5�����8 ��#�� �0�����

k ∈ [i+ 1, m]} ∪
{( 12��#

k (x) ,
12��#

k−m (x)
)

| x
8 ���j���+��� 5�����8 ��#��.� �����

k ∈ [m + 1, n]
}

si =
{(

〈q,
�&����1
〉 ,
〈

q,
:��

drop

〉)

| q ∈ Q, i < m
}

∪
{(

〈q,
�.8.-S�
〉 ,
〈

q,
:��

lift

〉)

| q ∈ Q, i ≤ m
} M

�/�&�/1����,��8 G����(�
ψi

%������
AM ′ - d$&
I 1&�����&8 G3�F�(� ��8 ��16�,#6G,��%��Y�

i

!�����8 GW�<5�����8.B��,� �����,�������`�(�&�
9 ��8 �*%��9������� :U12��#�#&� � G���%��Y�08.�/��5�%����"���

i
!Q�����I����8 GW��8 �/�&�,B����,�7��� ,

��8 ��16�,#6G,��%��Y�
i ≡

�.�,5��,� �
� 
 (i,m) ∧

12��#2G���%��Y���
��� (0,i−m)

M
.���G���� �p�(���F�<�(���@��8 �*%��9�������C12��#&#�� �JG,��%��Y�j8.�<��5�%����E�(�7�����J��%��<#2���j��- 9 ������1 :;����:��,�<�(���F�
���35��D#6�,��� -K���.� ��i�,� 1��.%��@�����7��%��<#2���J��-4���3���012��#�#��.���@�������@���35��D#2����� �&����1�12���LM �/���
V^PSh � \��^ZWaA�+c�_ 1�������8.G3�����'%&�����f�(��� k \ ��\^k ��%�#�1�������8.G3�����
���;GW���,GW	������'�+%&�<#6�,�U��- 9 � 8>-S� :0����:��,�
�������'G3���A#6�j-K���.� ������ -K����� ���������3����8 ��:��������A8.� ��������8 �*%��9����8 ��:J�����,� � ����8 GW�"!$��-iG���%�������!
G,����������12�����&� �(���(�&�/�+%&�<#6�,�`��- 9 ������1 :i����:���� �(�����`���35���#2���,�o-K��� � ������ � !Y�����o%������ � \��^ZWaA�+c�_ !
���`�&�,B����,�;8.� #0�,B��&8.�(8.��� �&M��HM 
 � #�%&�`��8>�(�

n−m
8 �&���(�����o��-

n
�^!����4GW����GW	<�����f������8>�(8 �������+���3���

12��#�#&� ���U�(���������35��o#6�,��� ������1�12���D8 �7�����<��8 �<%�� ���(8.��:@1H���3ML�/��� k \ ��\^k 1�������8.G3�����<8 �0���,B��&���
��� -K��� � ���� -K���

j ∈ [0, m]
,

� �,5����
j ≡ ∃x0, y0, x1, y1, x2, y2, . . . , xj :

�������
(x0)

∧









∧

k∈[0,j−1]

(
1������

Φ (xk, yk) ∧
���&:��

� �  � (yk, xk+1))





∧¬ (∃yj, xj+1 : (
1����(�

Φ (xj, yj) ∧
�,��:��

� �  � (yj, xj+1))))
M

�/�&�
ψi
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ιi
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�&M��HM 
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8 ��1�� 8.���;#�) �����4��%��.� � �/G����&��8.��8 ���"M �/��� V�X .3\ 1����,��8 G����(�48 �/�&�,B����,�7��� ,

�(��-K�
ι,i ≡

∧

νιi (w)=〈q,ω〉/∈∆(w∈Vιi )











∃x : ∃y :
( �������

(x) ∧
����:��

φ (x, y)
) 8>-

ω =
:��

φ (φ ∈ Φ′)

¬∃x :
12��#

n−m (x)
8.-
ω =

������1
∃x :

( �������
(x) ∧

12��#
i−m (x)

) 8>-
ω =

� 8>-S�3M
������� � ��M ��M 
�* �

M ′ P V
X � _ _ �
��� ��� 
 � &+8 ��G,�

M ′
G��.�3�����.)<�����������U�������f�?�(��%�G,��%����0���i�41&���3!+1����5+8 ��:4�(�����E8.�E8 �E�
1H���E8 �

�0�;���������$��-Q1����5+8 �&:��(����� �(���i��%��.��� 8.�
R′

!�����8 GW�o����� ��-������i-K�����
〈q, ψi〉 → ιi

��G,��%����.�.)4���35��
q ∈ Q

!
ψi

�@5���� 8.�7G�������8.��8 ���D��-
M ′

! �����
ιi ∈ IM ′,ψi

M .�%������������;������!L���o�����,� ���I��12��G�8>-S)
��%&�

R′ : Q → P (Γ)
M�. 8 �����0��-���� � !2-K�������Y)7��%&� �

〈q, ψi〉 → ιi
!L���j���35��

〈q, ψ〉 → ι ∈ R
!L���

q ∈ Q
M�+0�.����!�8>�/8 �/������) ���j5�����8.-S)J�������

ψi
8 ���<�����.� - -K���������"!HG�� �������

AM ′ - dH&
I 1&�����&8 G3�F�(��M
&H�,G������&�.)�!i��#����,��5��e�(�����

ψi
������#6�,��� �&�,B����,� �(� 8 �&G�� %&����!E8 � �(���I�(��1 - �.�,5��,�/G����Q@�%���G,�

�(��-K�
ι,i

!4-K�����,5��,��) 8 ��1�%H�78 �&���(��%�G,��8 ���
ω

%����,� 8 �
ιi \��HZW\ � _�.3aFR _ ��\ � 8>-S� PSc&V^_ R8�QZ^_ PmaFc !4�(���

�J7&��G^�J1�������8.G3�����
χ

�������
ψi

�&�����&�@�(�A8 ��1��.)C-K����8.��������%�G^�(8.���
ω

�(� #2�=8.� ���
M ′,ψi

! #Y) �(���
���,B���8.��8 ���C��-U���

M ′,ψi

M?+0�j�(���,���I�����J�(��1 - � �^5��,� G����Q@�%���G,��8 ���&��!p8.�*8 �<G,� �3���*�(���F�j-K���j���Y)C8.� -1�%&�I8.��������%�G^�(8 ���
ω 6=

� 8>-S�@�(�����I�HG,G�%���� 8 �
ιi

!
M ′ |= (ψi =⇒ χ)

!0����� ���
ω ∈

���
M ′,ψi�����

ιi ∈ IM ′,ψi = R∆,Γ (Q×
���
M ′,ψi)

M �b� �(�&� G3�����A�������
ω =

�.8.-S�^! �i�A���35��
M ′ |=

(

ψi =⇒ ∃x :
( ���3���

(x) ∧
12��#

i−m (x)
)) !�#�%H�E��� ���

M ′ |= (ψi =⇒
��8.�;12��#2G���%��Y�

i)
!Y���������

M ′ |=
( ��8.�;12��#2G���%&���

i =⇒
12��#2G���%��Y� �

��� (0,i−m)

) !
M ′ |=

(

ψi =⇒
12��#2G���%&��� �

��� (0,i−m)

) M
>i��G���%����

∃x :
( �������

(x) ∧
12��#

i−m (x)
) 8.�;1&� 8 �,���(���F�*�(�&�J16�,#�#��.�@G���%��Y�<8 �*���<�.�3���?� 
�! �i�

�(���,���^-K�����4���35��
M ′ |=

(

ψi =⇒
16�,#6G,��%��Y�

i−m

) M,4 �4���,��8>5��

∃x :
( ���3���

(x) ∧
12��#

i−m (x)
)

∧
12��#2G���%��Y�

i−m

≡ ∃x :
( ���3���

(x) ∧
12��#

i−m (x) ∧
12��#2G���%&���

i−m

)

=⇒ ∃x :





�&�3���
(x) ∧

∨

k∈[1,n−m]

(
16�,#

k (x) ∧
16�,#6G,��%��Y�

k)





≡ ∃x : (
�&�3���

(x) ∧
�(��1&16�,#�#�� �

(x))

����8 GW�o8.�`�J7&��G,���.)
�(����1�������8.G3����� �(�����
ψi

�����,���`�(�48 ��1��.)4-K��� klP . _ �(�4#2�/8 �o���
M ′,ψi

M,�/�������,-K������!
�(���4���3��������8 �&:o�����������
%������e�3����� 8 �,� -K��� �(�&�'���(���,�f8.��1�%&�f8.��������%�G^�(8 �����/8 �f���.���j5���� 8.�J-K���/�(���
klP . _ 8 �&���(��%�G,��8 ���LM

. 8.����� �>)�! �.�,� ��%&�
R′ (q) =

��%&�
R (q)

����� ��#&�����?5��D�(����� 8.- �����DG�������8.��8 ���&�J��12��G,8.B��,� #Y)
#0�,B���8.��8 ���-�&M��HM 
 �  �������.�I-K���/��%&�

R (q)
�������j��%��.�

〈q, ψ〉 → ι ∈ R
!��(�&��� �(���^)���� ���j�����.�J-K���

��%&�
R′ (q) =

��%&�
R (q)

���������.�
〈q, ψi〉 → ιi ∈ R

′ � i ∈ [0, n]
�^!����

ιi = ι [si]
�����/G,���&B�:�%&�(����8 ���

8 ���?�(��%�G,��8 ��������8.���D�@�?�W�����
q

�F�0�(�&�*�J7&��G^� �(���;�
���H�&���0�����,���
ι

�����0��������!6��8>�(�e�����<�����;�
���^�U��- ��%H�(:���8.��:j���&:����,M;�/�&8 ��G�����1��.�,�(�,� �(���41����H��- �������
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ψ =⇒
-K���,�

k+1
8.���(��%��08.�;1&� 8 �,�`�(�����

ψ
�*%����

#6��- ��� ����M �/��8 ��1����5������(�&�'�&��%�#��.� 8 ��1�� 8.G3����8 ����-K��� �(��8.�/��12��G,89���"G�������M
�U�� -K���"�(�&�`:������,�(����G3�����E8.������8 GW�

ψ|π|
G����&��8 �?�(� ��-

ψ [Φ]
[

f|π|
] ���&�4�b���f���(���,� G����Q@�%���G,����M

>�)P# �����;� �&M���M 
��&!
ψ

8 �j����%��I��8.��� #�8.����8.��:
B

8$#
ψ [Φ]

[

f|π|
] 8 �j�(��%��I��8.�(� #�8.����8 �&:

B′
M

�/�����@�;�������@�������@����� # �����@� � �����(���(�,�;�,���J8 �;����%��=8 #
ψ [Φ]

[

f|π|
] 8 ��1��.8 ���o#2���(� ��-4�(���

���(�&���<G,���A@�%���G^�(�,!���8 ��16�,#6G,��%��Y�
|π|

����� ����-K�
ι,|π|

M +0����%����
ψ

8 �*����%��;��8.�(� #&8 ����8.��:
B

���&�
ψ [Φ]

[

f|π|
] 8 �;����%�����8.��� #�8.����8 �&:

B′
M >�) # �����;����M ��M��%�H! ��8 ��16�,#6G,��%��Y�

|π|

8.������%�����8.�(�
#�8 �&��8 ��:

B′
M

�/���o�(��%&�(� ��- ����-K�
ι,|π|

8 �'� #�8.�'�������j8.��5����.5���� ,4������8.� � ���35������e1����5��o�(�����
���.� ��-��(���
G����Q@�%���G,���/8 � ����-K�

ι,|π|

����������%�����8>�(� #�8.����8.��:
B′

M �/�������'G������,��G��5��,�U��� �216������8.#�� ��G,���A@�%��&G,�(�
8 � ����-K�

ι,|π|

,

•
	 ���Q@�%���G,�

∃x : ∃y :
( ���3���

(x) ∧
���&:��

φ (x, y)
) 8 �U8 �7����-K�

ι,|π|

��8.���
φ ∈ Φ

8 # ���������
�J7H8.���(�4�

w ∈ Vι|π|
��� �(�����

νι|π| (w) =
〈

q,
:��

φ

〉 8 # �(�&�����j�87H8 �����4�
w ∈ Vι

���J�������
νι =

〈

q,
:��

φ

〉 M'�/�&8 ��8.�;1��.8 �,�f�������
ψ =⇒ ∃x : ∃y :

( ���3���
(x) ∧

���&:��
φ (x, y)

) 8 �
�(��%�� ��8.���j#�8 �&��8 ��:

B � #6�,G3��%�����:��
φ ∈

���
M,ψ

� !�����8 GW��8 ��1��.8 ��� �(�����
ψ [Φ]

[

f|π|
]

=⇒
(

∃x : ∃y :
( �&�3���

(x) ∧
����:��

φ (x, y)
))

[Φ]
[

f|π|
] 8.�L�(��%�� ��8.���'#&8 ����8.��:

B′ � #Y)L# �����@�
��M ��M 
����^M%4 �4	����� �(�����

ψ [Φ]
[

f|π|
] 8 � ����%�� ��8.���I#�8 ���&8 ��:

B′
!����

(

∃x : ∃y :
( ���3���

(x) ∧
�,��:��

φ (x, y)
))

[Φ]
[

f|π|
]

�<%��?��#6������%�����8>�(� #�8.����8.��:
B′

��� �����.�mM �$�(���&��-K�����;8.��:*�(�&8 � 1�������8.G3����� 8 �Y�(�j1&�����&8 -G3�F�(���/��8>�(� �(���4�����;� ����%&���I5����.%�����8.���I#�8 ���&8 ��:
B′

)+8 �,� ���
(

∃x : ∃y :
( �������

(x) ∧
�,��:��

φ (x, y)
))

[Φ]
[

f|π|
]

≡ ∃x :
(

∃y :
(( ���3���

(x) ∧
�,��:��

φ (x, y)
)

∧
���3��GW����#�� �

Φ (y)
)

∧
���3��GW����#�� �

Φ (x)
)
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	 � �

%&��8 �&:4����� � �?�W���&������� � - ��G,�`�(�����`-K���`� 1�������8.G3�����
χ ∈

dH&
I
AM

�����;� ���H�&� 5�����89��#�� �
x

!

(∃x : χ) [Φ] ≡ (¬∀x : ¬χ) [Φ]

≡ ¬∀x : ((¬χ) ∨ ¬
������GW����#&� �

Φ (x))

≡ ¬∀x : ¬ (χ ∧
������GW����#&� �

Φ (x))

≡ ∃x : (χ ∧
���3��GW����#��.�

Φ (x))
M

�/�&8 �@��#�5+8.��%����>) 8 ��1�� 8.���<�������
∃x : ∃y :

( �������
(x) ∧

�,��:��
φ (x, y)

) 8.������%��I��8.���
#&8 ����8.��:

B′
���/����� � !&����8.GW�e8.� ���������i� �������'����)+8 ��:j����1&���5���M

•
	 ���A@�%���G^�

¬∃x :
12��#

n−m (x)
8.�<8 � ����-K�

ι,|π|

8$# �����������87H8 �����o�
w ∈ Vι|π|

���D�(���F�
νι|π| (w) = 〈q,

������1
〉

8$#;���������/�J7H8 �?�(�p�
w ∈ Vι

�����(�����
νι = 〈q,

������1
〉

�����
|π| ≥ m

M
�/�&8 �o8 ��1�� 8.���'�(�����

ψ =⇒ ¬∃x :
12��#

n (x)
8 �j�(��%�� ��8.��� #&8 ����8.��:

B � #6�,G3��%&���
�&����1

∈
���
M,ψ

� ! ����8 GW� 8 ��1�� 8.���f�(�����
ψ [Φ]

[

f|π|
]

=⇒ (¬∃x :
16�,#

n (x)) [Φ]
[

f|π|
]

8.�U����%��<��8>�(�7#�8.����8.��:
B′ � #Y)H# �����;� ��M ��M
����^M'. 8 ���?�3!6G�������8 ���,�

|π| = n
M'�/���,�

ψ�*%����4#2�<- ��� ����!"#2��G���%����
ψ =⇒ ¬∃x :

16�,#
n (x)

8.���(��%���!"����8.GW� G����Y�(������8.G,�(� ��%��
������%&�;1&��8 ���A�(�����

ψ
8.�*�(��%���M �f� � G�������8.�����

|π| < n
MH4A�J���35��I��� �������&)A��������

�������U��8.�;12��#2G���%&���
|π|

8 �/�(��%���!6�����e8.-
|π| ≥ m

!2��8.�;12��#2G���%��Y�
|π|

G������(��8 �&�UG,���A@�%���G^�
12��#2G���%��Y�

|π|−m

! ����8.GW�A8.��G��.%������ G,���A@�%��&G,�
¬∃x :

16�,#
n−m (x) � #2��G���%����

|π| < n
� M

�/�&�����^-K������!
¬∃x :

12��#
n−m (x)

8 � ����%���M
•
	 ���A@�%���G^�

∃x :
( �������

(x) ∧
12��#

|π|−m (x)
) 8 ��8 �;�(��-K�

ι,|π|

8$#����������0�87&8.�����/�
w ∈ Vι|π|���e�������

νι|π| (w) = 〈q,
� 8>-S�
〉

8 # ���������@�J7H8.���(�*�
w ∈ Vι

���e�������
νι = 〈q,

�.8.-S�
〉

�����
|π| > m

M �/��8 �*8 ��1�� 8.���4�(�����
ψ =⇒ ∃x : (

���3���
(x) ∧

����1�12��#�#��.�
(x))

8 �*����%��
��8>�(� #&8 ����8.��:

B � #2��G���%����=� 8.-S�
∈

���
M,ψ

� !/���C#2��G���%����7���7	����� �(���F�
ψ

8 ���(��%&�
��8>�(� #�8 ���&8 ��:

B
! ���7	����� �������

∃x : (
���3���

(x) ∧
�(��1�16�,#�#��.�

(x))
8 ���(��%�����8>�(�

#&8 ����8.��:
B

���p����� � M .���G���� ���������p�(��1&16�,#�#�� �
(x) ≡

∨

k∈[1,n] (
16�,#

k (x) ∧
16�,#6G,��%��Y�

k)8.�
M

M�+0�f16�,#6G,��%��Y�
k

8 � ����%�� ��8>�(�I#�8 �&��8 ��:
B

8.- �����������>)J8>-
k = |π| � #�) # �,�;�;�

�&M���M��'��� !
∃x : (

�������
(x) ∧

�(��1�12��#&#�� �
(x))

8.�;����%��7��8>�(� #�8.����8 �&:
B

8.-'����� �����.)
8>-
∃x :

( ���3���
(x) ∧

12��#
|π| (x)

) 8 �J�(��%��7��8.��� #�8 ���&8 ��:
B

M �/�&8 � 8 �J����%�� 8>-*�����
�����.)j8>- (

∃x :
( �&�3���

(x) ∧
16�,#

|π| (x)
))

[Φ]
[

f|π|
] 8 �`�(��%�����8.�(��#�8.����8 �&:

B′
M�>i�,G3��%����

|π| > m
!
(

∃x :
( ���3���

(x) ∧
12��#

|π| (x)
))

[Φ]
[

f|π|
]

≡
(

∃x :
( ���3���

(x) ∧
12��#

|π|−m (x) ∧
������GW����#&� �

Φ (x)
))

����� �(���,���,-K��������� ���35�� �(���F�
∃x :

( �������
(x) ∧

12��#
|π|−m (x)

) 8 �i����%�����8>�(� #�8.����8 �&:
B′

M
•
	 ���A@�%���G^�

∃x : ∃y :
( �������

(x) ∧
����:��

� ���
�
(x, y)

) 8.�J8 � �(��-K�
ι,|π|

8 # �(�&�����D�87H8 �����
�
w ∈ Vι|π|

��� �������
νι|π| (w) =

〈

q,
:��

drop

〉 8 # ���������=�J7H8.���(�@�
w ∈ Vι

��� �(���F�



� � �/��	 � ��� � � � 	 � ��� ���

νι = 〈q,
������1
〉

�����
|π| < m

M,+0�
|
� �^-S�

(π,m)| < m
!
u � �  � (π,m)

�����`���<��%&�(:���8 ��: q�R(a �
���&:�� ��G,G�������8 �&:f���U�(�&�����^B���8>�(8 ���
��-

τ (t)
!����
∃x : ∃y :

( �������
(x) ∧

�,��:��
� ���
�
(x, y)

)

8 � ����%�� ��8>�(�I#�8 �&��8 ��:
B′

M
•
	 ���Q@�%���G,�

∃x : ∃y : (
�&�3���

(x) ∧
����:��

� �  � (x, y))
8.�@8 � �(�F-K�

ι,|π|
8 # �(���,���e�J7H8 �?�(�J�

w ∈ Vι|π|
�����(�����

νι|π| (w) =
〈

q,
:��

lift

〉 8$# �(���,���;�J7H8 �?�(�
�
w ∈ Vι

�����(�����
νι =

〈q,
�.8.-S�
〉

�����
|π| ≤ m

M �/��8 ��8 ��1�� 8.��� �������
ψ =⇒ ∃x : (

�������
(x) ∧

�(��1�12��#&#�� �
(x))8 �U�(��%&�o��8>�(�D#�8.����8.��:

B
! ����� ���

ψ
8 �0����%��<��8>�(� #�8.����8 �&:

B
!"����	����� �(�����

∃x :

(
�&�3���

(x) ∧
�(��1&16�,#�#�� �

(x))
8.� ����%��`��8>�(�'#�8 ���&8 ��:

B
M 4 �pG3���*���,��%�G��p-K����� �(���E���^- -8 �&8.�(8.���4��-��(��1�16�,#�#��.�

(x)
�(���F� 8.-&�(��1�12��#&#�� �

(x)
8 � �(��%���!��(���,�*�(���,��� 8.� ��� � ������� �����

k-K��� ����8.GW�
(
16�,#

k (x) ∧
16�,#6G,��%��Y�

k)
8.� �(��%&��M +0�p12��#2G���%&���

k

8.�`�����>)<�(��%��/��8.�(��#�8.��� -8 �&:
B

�����,�
k = |π|

!��i�'���35��4�(�����
∃x :

( �������
(x) ∧

12��#
|π| (x) ∧

12��#2G���%��Y�
|π|

) 8 �
�(��%�� ��8.����#&8 ����8.��:

B
M��/���,�

(

∃x :
( �������

(x) ∧
12��#

|π| (x)
))

[Φ]
[

f|π|
]

≡

∃x : ((
�������

(x) ∧ ∃a :
����:��

� �  � (x, a)) ∧
������GW����#&� �

Φ (x))

8 �E�(��%��0��8.���J#�8.����8 �&:
B′

!������ ���
∃x : (

���3���
(x) ∧ ∃a :

����:��
� �  � (x, a))

8 ������%��f��8.���
#�8.����8 �&:

B′
M �/��8.� 1����,��8 G����(�`8.�"G��.�3�����.)U��5�%�8.5����.���Y�"���

∃x : ∃y : (
���3���

(x) ∧
���&:��

� �  � (x, y))
!

����8.GW�e8.� �(���,���,-K����� �(��%�� ��8.�(�I#�8.����8.��:
B′

���/�i�,� � M

�

������� � �&M���M��!��� � \^_ t ∈ RΣ,Φ
� c = 〈q, (u, π)〉 ∈ CM,t

� r : 〈q, ψ〉 → ι ∈ R �;X�c2q
i ∈ [0, n] �  ��\^c r′ : 〈q, ψi〉 → ιi P V=X ��� klPmZ�X���k \I_ a ZWZ

t (c) P .eX�c2q aFc�klrAP . i = |π| X�c2q
r : 〈q, ψ〉 → ι P V*X ��� klPmZ�X���k \ _ba c �

��� ��� 
 �;# �^�
c′ =

G,G
t (c) =

G�G
t (〈q, (u, π)〉) = 〈q,

G�8.G
t ((u, π))〉

M
(⇒)

# �^�
r′

#2� ��1�1��.8 G���#�� � �(�
c′

M 	 �.�3�����.)�!'�(��8.�D8 ��1�� 8.�����(�����
ψi 6≡

- ��� ����M �/���,�
ψi ≡ ψ [Φ] [fi] ∧

��8 ��12��#2G���%��Y�
i ∧

����-K�
ι,i

!6����8.GW�78 ��1��.8 ���/�������U��8 ��12��#2G���%��Y�
i

�<%��?��#2�
����%��
-K���

c′
!����&8 GW� 8.�@8.- ����� ���&�.) 8.-

i = |π| � #Y) # �����;��� �&M���M��'�A����� ��M ��M��%� �^M >�) # �����@�
��M ��M��!�&!

ψ
8.�j�(��%&�I��8>�(� #�8 �&��8 ��: (

∅, ∅, bAM ,t,(u,π)

) 8>-����&� ���&�.) 8>-
ψ|π|

8 �j�(��%�� ��8.�(� #�8.��� -8 ��: (
∅, ∅, bAM′ ,τ(t), � � � t((u,π))

) !����o#2��G3��%����4�(��� � ��������� �?�W�����������Y�f8 � ����%�� � #6�,G3��%����
c′

�(�F�(8 �?B����
ψi = ψ|π|

� !������E-K��������� 8 � ��� ���f����%���!�����8.GW�*8.�;1��.8 �,�"�(�����
c

�(����8 �?B����
ψ

M +0� �(�&�i���(���(�E��12��G,8.B��,�
8 �
r

�;���(GW�&���/�(���4�?�W�����'8.�
c

���/����� � !
r

8.����1�1��.8 G3��#�� �f�(�
c
M

(⇐)
# �^�

r
#6�E��1&1�� 8.G3��#��.� �(�

c
M%4A�`��8 �.�����&� � �(�����

r′ :
〈

q, ψ|π|
〉

→ ι|π| ∈ R
′ 8 � ��1&1�� 8.G3��#��.�

�(�
c′

M . 8 ����� ��-2��� � !F����� �?�W����� G�����12�������Y��� ��-
c′

�����<��-
r′

�;����GW�"M �/���F�`� ���5���� ����� G,������8>�(8 ���"M
>i��G���%����

ψ
8 � ��1�1&� 8 G���#��.� �(�

c
!�i�E	����� �������

ψ
8.�"�(��%&� ��8.�(�4#�8.����8.��: (

∅, ∅, bAM ,t,(u,π)

) !����8.GW�
#Y)H# �����;� ��M ��M��!�@8 ��1�� 8.�����(���F�

ψ|π|
8 �0����%��
��8.�(�=#�8 ���&8 ��: (

∅, ∅, bAM′ ,τ(t), � � � t((u,π))

) !6����8.GW�
8 ��1�� 8.���E�(��������%�� �

r′
8 �f��1&1�� 8.G3��#��.�U���

c′
M

�

��� ��� ����� ��M��&M��%� �
M ′

16�,��-K�����;� � �?�(��1Y��8.���i��8 �<%&�9����8 ������-
M

%���8 ��:U�������,�E���(�����?-K���������
#Y)

τ
M
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��� ����
 � �/��8 �j����5�%�8.�����<������� 	 	
M,t,M ′,τ(t)

8 �<�&��������1&�b)A-K���<���Y)A�(���,�
t ∈ RΣ,Φ

M 4A�
��8.� �$1����5��o�(�&8 ��#Y)D�������8 ��: �(�����4G�G

t ∈
	 	

M,t,M ′,τ(t)

M 	 ������8 ���,���(���j�������,��G,������8>�(8.�����0-K���
�����<#2��������8.1 ��- 	 	

M,t,M ′,τ(t)

:�8.5����I#Y)�#0�,B��&8.�(8.���-��M��&M
',

� 
Q�
G,G
t (〈q0, (

���+���
t, λ)〉) = 〈q0, ((

���H���
t)λ , λ)〉 =

〈

q0,
( ���H���

τ(t), λ
)〉 M

� � �(# �^�
c = 〈qc, (u, π)〉 ∈ CM,t

!U����� � �^�
r : 〈qc, ψ〉 → ι

8 �
R

#6�D��1�1�� 8.G3��#&� � �(�
c
M >E)�# �,�;�;���&M���M��!��!/��%�� �

r′ :
〈

qc, ψ|π|
〉

→ ι|π| ∈ R′
8 �@��1�1��.8 G���#�� � ���

c′ =G,G
t (c) =

G,G
t (〈qc, (u, π)〉) = 〈qc,

G�8 G
t ((u, π))〉 =

〈

qc,
(

u � �  � (π,m),
�?�W��GW	�����G

t (π)
)〉 M

4A������ ���35��=���A�,���W��#�� 8.��� �������
ι|π| (c

′) ∼= ι (c) [
G,G
t]

! 8mM ��M>!i�(�����;�����I-K�(��:������Y���
��- 8 �Y�����������&89�����j��%&�(1&%&�4�(���,�;1&���+��%�G��,� #Y) �(������%&� ���'�����o8 �����;����1���8.Gj�J7HG��,1&�*-K���
�����j- ��G,�4������� �(�&��G,���&B�:�%��(����8 ���&� 8 �

M ′
� �
8.�Y�(�����;�,��89�F�(�<��%H�(1�%&�4�������,�*�����<�(������� --K��������� #�) G,G

t

M 4A� ��8.� � 8 � - ��G^�=1����5��A���������(���^) ����� ��5�%����m! 8mM ��M>!
ι|π| (c

′) =

ι (c) [
G�G
t]

MH�/�&� � �,-S�
�����&� ��8 �&�@8 �
ι
[

s|π|
]

(c′) = ι
[

s|π|
]

[gc′]
�����,���

gc′ (〈q, ω〉) =
〈

q, ω
((

u � �  � (π,m),
���(��GW	��,��G

t (π)
))〉 !H����8.� �0����� ��8.:��Y� �������I��8 �&��8 �

ι [gc] [
G,G
t]

!&���������
gc (〈q, ω〉) = 〈q, ω ((u, π))〉

M �U����� ��-
gc

!
gc′

!
s|π|

����� G�G
t

����� ���^B������ -K���
δ ∈

∆
!�����8 GW� ���3�����@�(����� ���+�����

u
��8>�(�

νι (u) = δ ∈ ∆
��8 �.�f���5��D�(���,8 �@�C5�%�8.5 -��� ���Y���D�9��#2���.��� ��8.���

δ
8 �

ι
[

s|π|
]

[gc′]
�����

ι [gc] [
G,G
t]

���7�����.�mM +U�
s|π|

8 �D�����
�����W���m!f� �,�

s
#6�

s|π|
��� �(���F�

s (〈q, ω〉) = s|π| (〈q, ω〉)
�����,�

s|π| (〈q, ω〉)
8 � �&� -B������"!"�����

s (〈q, ω〉) = (〈q, ω〉)
���(�&������8.����M64 ����� �����;��8 �&�f���J#6�*1����5��,�D8 �f�(�����

gc′ (s (〈q, ω〉)) =
G,G
t (gc (〈q, ω〉))

-K������� �
〈q, ω〉 ∈

	 �
M,ψ

M 4 � ��8 �.�LG,� 5����U��� �6G3�������,M
• 〈q, ω〉 = 〈q,

���W�3)
〉
M 4A� ���35��

s (〈q,
���W�3)
〉) = 〈q,

���(�)
〉
!������

gc′ (〈q,
�?�W�3)
〉) =

〈

q,
���(�3) ((

u � �  � (π,m),
���(��GW	��,��G

t (π)
))〉

=
〈

q,
(

u � �  � (π,m),
�?�W��GW	�����G

t (π)
)〉

I � �(���A���(�&���=�������"!
gc (〈q,

�?�W�3)
〉) = 〈q,

���(�)
((u, π))〉 = 〈q, (u, π)〉

�����
G�G
t (〈q, (u, π)〉) =

〈

q,
(

u � �  � (π,m),
���(��GW	��,��G

t (π)
)〉 M

• 〈q, ω〉 =
〈

q,
:��

φ

〉 -K���/�����;�
φ ∈ Φ

M 4A�4���35��
s
(〈

q,
:��

φ

〉)

=
〈

q,
:��

φ

〉 �����

gc′
(〈

q,
:��

φ

〉)

=
〈

q,
:��

φ

((

u � �  � (π,m),
���(��GW	��,��G

t (π)
))〉

=
〈

q,
(

φ
(

u � �  � (π,m)

)

,
���W��GW	����&G

t (π)
)〉

=
〈

q,
(

(φ (u)) � �  � (π,m) ,
���(��GW	��,��G

t (π)
)〉

I �������`��������� �������"! �i�`���35��
gc
(〈

q,
:��

φ

〉)

=
〈

q,
:��

φ ((u, π))
〉

= 〈q, (φ (u) , π)〉
!

�����IG�G
t (〈q, (φ (u) , π)〉) =

〈

q,
(

(φ (u)) � �  � (π,m) ,
���W��GW	����&G

t (π)
)〉 M
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• 〈q, ω〉 = 〈q,
������1
〉

���&�
|π| < m

M �b� ����8 ��G3������!/���7���35��
s (〈q,

������1
〉) =

〈

q,
:��

drop

〉 �����

gc′
(〈

q,
:��

drop

〉)

=
〈

q,
:��

drop

((

u � �  � (π,m),
���(��GW	��,��G

t (π)
))〉

=
〈

q,
( ������1 (

u � �  � (π,m)

)

,
���W��GW	����&G

t (π)
)〉

=
〈

q,
(

u � �  � (π,m)·u,
���W��GW	����&G

t (π)
)〉

〈

q,
(

u � �  � (πu,m),
�?�W��GW	�����G

t (π)
)〉

I����(�&�`���(���,� �������L! ���p���35��
gc (〈q,

������1
〉) = 〈q,

������1
((u, π))〉 = 〈q, (u, πu)〉���&� G�G

t (〈q, (u, πu)〉) =
〈

q,
(

u � �  � (πu,m),
���(��GW	��,��G

t (πu)
)〉 !E����� ���

|π| < m
!

�?�W��GW	�����G
t (πu) =

���(��GW	��,��G
t (π) = λ

M
• 〈q, ω〉 = 〈q,

������1
〉

�����
|π| ≥ m

M �b� ����8 ��G3������!/���=���35��
s (〈q,

������1
〉) =

〈q,
������1
〉

�����

gc′ (〈q,
������1
〉) =

〈

q,
�&����1 ((

u � �  � (π,m),
�?�W��GW	�����G

t (π)
))〉

=
〈

q,
(

u � �  � (π,m),
���W��GW	����&G

t (π) · u � �  � (π,m)

)〉

=
〈

q,
(

u � �  � (πu,m),
�?�W��GW	�����G

t (πu)
)〉

I����(�&�`���(���,� �������L! ���p���35��pG�G
t (gc (〈q,

������1
〉)) =

〈

q,
(

u � �  � (πu,m),
���(��GW	��,��G

t (πu)
)〉 !

���/8.� �(���41����,5+8 ��%&�fG�������M
• 〈q, ω〉 = 〈q,

�.8.-S�
〉

�����
|π| ≤ m

M �/���,�A���;�*%����'���35��
π = π′u

�����,���
π′ =�.�,-S�

(π, |π| − 1)
M,4A�'���5��

s|π| (〈q,
� 8>-S�
〉) =

〈

q,
:��

lift

〉 �����

gc′
(〈

q,
:��

lift

〉)

=
〈

q,
:��

lift

((

u � �  � (π,m),
���(��GW	��,��G

t (π)
))〉

=
〈

q,
( � 8>-S� (

u � �  � (π′,m)·u

)

,
�?�W��GW	�����G

t (π)
)〉

=
〈

q,
(

u � �  � (π′,m),
���(��GW	��,��G

t (π)
)〉

I�� �(���p��������� �������"! �i�E���35��
gc(〈q,

�.8.-S�
〉) = 〈q,

� 8>-S�
((u, π))〉 = 〈q, (u, π′)〉

���&�
G,G
t (〈q, (u, π

′)〉) =
〈

q,
(

u � �  � (π′,m),
���W��GW	����&G

t (π
′)
)〉 ! ����� ���

|π′| < |π| ≤ m
!

���4���35��'���W��GW	����&G
t (π

′) =
���W��GW	����&G

t (π) = λ
M

• 〈q, ω〉 = 〈q,
�.8.-S�
〉

�����
|π| > m

M �b� �(��8.�eG������ �i� ��� ��� �<%&���e���35��
π =

π′u
�����,���

π′ =
� �,-S�

(π, |π| − 1)
MO.�%��?�(���,����������!$�&���(���(�����'�?�W��GW	�����G

t (π) =�?�W��GW	�����G
t (π

′) · u � �  � (π,m)

!o����� �(����� �.�,-S�
(π,m) =

� �,-S�
(π′, m)

M 4 � ���35��
s (〈q,

�.8.-S�
〉) = 〈q,

� 8>-S�
〉

�����

gc′ (〈q,
�.8.-S�
〉) =

〈

q,
� 8.-S� ((

u � �  � (π,m),
���(��GW	��,��G

t (π)
))〉

=
〈

q,
(

u � �  � (π′,m),
�?�W��GW	�����G

t (π
′)
)〉 M
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I � �����4���(���,���������"!
G�G
t (gc (〈q,

� 8>-S�
〉)) = 〈q,

� 8>-S�
((u, π))〉

= 〈q, (u, π′)〉

=
〈

q,
(

u � �  � (π′,m),
�?�W��GW	�����G

t (π
′)
)〉 !

���/8 � �(�&�'1&���,5+8.��%���G3������M
� ���(# �^�

c = 〈q, (u, π)〉 ∈ CM,t
���&�D� �,�

c′ =
G,G
t (c) = 〈q,

G,8 G
t ((u, π))〉

M 4 ����� �;��%��.�
r′ : 〈q, ψi〉 → ιi ∈ R

′ 8 � ��1�1�� 8.G3��#&� � �(�
c′

!�# �����;����M ��M��!�*8.�;1&� 8 �,� �(���F�
i = |π|

�����
��%�� �

r : 〈q, ψ〉 → ι
8.�
R

8.� ��1�1&� 8 G���#��.�����
c
M �/������5�%���� 8.�b)

ι|π| (
G�G
t (c)) ∼= ι (c) [

G�G
t]�i���/��� �������&)�1���� 5����I8 �;�(���U����G,�����I8.����� ��- ����8 ��1����+��- M,�/��8.�iG,���;1&� �,�����E�(����1&���+��-

��- �����L�/������������M

�

������� � �&M���M��' � � � \�����k \ k ∈ [m+ 1, n] P V4k aZ�X�kLPSc M P .'X�c2qIaFc�klrjP . � \�����k \ k −m P V
k aZ�X�k"PSc M ′ �

��� ����
 ��� �,#�#�� �,�
n

8.�
M

�����
n−m

8 �
M ′

�����`#6���(�4:�� ��#����m!����/�i�p���,���4�(�/G,������8.����� ���&�.)
k < n

M # �^�
k ∈ [m + 1, n− 1]

#2���/�.�HG�����12��#�#&� �p8 �
M

!������4� �^�
k−m

#2�`�(���pG��������,��12������8.��:
12��#�#&� �`8 �

M ′
M # �,�

r : 〈q, ψ〉 → ι ∈ R
�����

r′ : 〈q, ψi〉 → ιi ∈ R
′ -K��� �������

i ∈ [0, n]
!F�����'� �^�

ψi
���,-K�,���,��G������,�9����8 ���*��)+�<#2����12��#

k−m

M .���G���� �H�(�����
ψi ≡ ψ [Φ] [fi]∧

��8.�;12��#2G���%��Y�
i∧

�(�F-K�
ι,i

M
� �i��G3������� ,

• k < i
M � -L16�,#

k−m

�HG,G�%����p8 �
ψ [Φ] [fi]

!���������12��#
k

�+G�G�%&���E8 �
ψ

�����o�(���,�
ψi ≡

- ��� ���
#Y) �&�,B���8>�(8.���"!/����8 GW� G,���Y�(�(����8 G^�(�J�(�&�7- ��G,�J�������I8>�J���^-K��������G,��������� ���(8.��� �?)H�*#6���
12��#

k−m

Me� -�12��#
k−m

�+G�G,%����
8 �A��8 ��12��#2G���%��Y�
i ≡

� �^5����
m ∧

12��#2G���%&���
i−m

! �(���,�C8.�
�*%����*�HG,G�%��<8.� 12��#2G���%&���

i−m

! ����� ���
16�,#6G,��%��Y�
j

�����>)A���,-K�,�����&G����j12��#&#�� �,�<��%�� -#2�������
j

����� ��8.:����,��!��(��8.� 8 ��1�� 8.���`�(�����
k−m ≥ i−m

!&8 M ��M.!
k ≥ i

!H���&8 GW� G��������(� -�&8 G,���`��%��p������%���1&��8 ���<�������
k < i

M . 8 ����� �>)�!�8>-216�,#
k−m

�+G�G,%����p8 �j����-K�
ι,i

!Y�(���,�o���������
�����
�b��� 12������8 #�8.� 8.��8 �,��M �/���*B������ 8.�U��������8>�08.�08.�=�(���
G����Q@�%���G,�

¬∃x :
16�,#

n−m (x)
!

���&8 GW� �����>)o�HG,G�%����i�����,�
k = n

����8.� ���i�������.)oG,������8.�����
k < n

���,����M;�/�&�����,G������
8.���(���F�
8>�48 �48 � � G����A@�%���G^�

∃x :
( ���3���

(x) ∧
12��#

i−m (x)
) ! ����8.GW� 8 ��1��.8 ���

k = i
!

���&8 GW��G����Y�(������8.G,�(����%&��������%��;1H�(8 ���I�������
k < i

M
• k ≥ i

M >�)7�&�,B���8>�(8.���"!
ψi

G,���Y�W��8.����G,���A@�%���G^�4��8.�;12��#2G���%&���
i

!L���&8 GW� 8 ���&�,B����,� ���
�.�,5���� �

� 
 (i,m)∧
16�,#6G,��%��Y� �

��� (0,i−m)

M .�%��?�(���,����������!3�i�p���35��E12��#2G���%��Y���
��� (0,i−m) =⇒-K����� �

��� (1,i−m+1)

M �U�� ��#&�����?5�� �(�����D-K���,�
x =⇒

-K�����
y

-K���
y ≥ x

M 4 �����
i ≤ m

!����A������� ���35�� -K�����
1 =⇒

-K���,�
k−m+1

!4����� �������
i > m

!��i�A���35��
-K�����

i−m+1 =⇒
-K�����

k−m+1
M;�/�&8 �/8 ��1��.8 ���E�(���F�

M ′ |= ψi =⇒
-K�����

k−m+1
M

�f� � � �^�
k ∈ [m + 1, n− 1]

#6��� :��.��#����+12��#�#��.�/8 �
M

!+���&���.�,�
k−m

#6� �����/G��������,��12������8.��:
12��#�#&� �<8.�

M ′
M'�/���,�D�(���,���j8 �0�J��%��.�

r : 〈q, ψ〉 → ι
�����,���

ψ
���,-K�,���,��G��,�'12��#

k

�����7���������
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ψ =⇒
-K�����

k+1

8 �0- ��� ���
-K���0�����;�
�(���,�
t ∈ RΣ,Φ

����� 8 ��1&%&��G,���&B�:�%&�(����8 ���
(u, π) ∈

� 	
n,t

M
�/�����

ψ
8 ������%��;����� -K���,�

k+1

8 � - ���.���<��8.���A#&8 ����8.��:
B =

(

∅, ∅, bAM ,t,(u,π)

) !$����8.GW�A8.�;1&� 8 �,�
�(���F�

k + 1 ≤ |π|
!f8mM ��M>!

|π| > k
M �/����� #Y) # �����@� ��M��&M��'�H!

ψι,|π|
8 �J�(��%��=-K���@#�8 ���&8 ��:

B′ =
(

∅, ∅, bAM′ ,τ(t), � � � t((u,π))

) MD+0�
ψ

���,-K��������G,���j12��#
k

!
k > m

!`���&�
ψ|π| 6≡

- ���.��� � ����8.GW�
�;�������p�(���F�

ψ
���+���E���������^-K�����,��G������Y);����� ���(8.���o��)+�<#2���Q16�,#

j

��8.�(�
j < |π|

�����,���
j

8.�E�.�HG����
8 �
M

�^!
ψ|π|

���^-K�����,��G��,� 16�,#
k−m

8 �e8.���UG,���A@�%���G^�
ψ [Φ] [fi]

M6I �e�(���
���(���,�0�������"!Q-K�����
k−m+18 �f- ��� ���*��8.���D#�8 ���&8 ��:

B′
#6�,G3��%����

|π| > m
�����

k − m + 1 ≤ |π| −m = |
���(��GW	��,��G
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9 �������� :WM � �b��:��(��1&��8 G4���,1����,���,���(���(8.�����,!Q���4��8 � �"���.�i�3)H�f���,1�8 G^�U%&�+#2��%��&������5���� %��,�
���f��8 ��:�� � ���+�����,!�����8 GW�=�����4�9��#6�,� ��� ��8>�(�I�(���4%���#2��%������,�e5����.%���!�8.�D5�%��������,MN�/��8.�
�&�H�,�������0��� ���G,�0�������4� R(\�X�k %���#2��%����&���D5���� %��'���,1����,���,���(���(8.���7����%�� �D�.�H��	 � 8 	���<
�����?�0�.8 	��,�.)�!2��%�GW� �;����1��������,�Y�W����8 ���7����%��.�7%����*�@���+���
-K���U����GW�DGW��������G,������8.�e�(�&�
%&�+#2��%��&������5���� %���!����/�,5�����-K���/�3��GW�e#�8.��M �
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•
+ 9 �(��:=:4���+��� � �f�W��:;�������
8.�0���e%���#6��%������,�=5���� %���!68.�����Y��8.B��,�=#Y)e���=�,��:�� 9 �W��:A:WM��
+0� 9 ��������8.#�%&�(�8:E���+��� ����� �b�i� %���#2��%����&���j5���� %��,��!�8.�����Y��8.B��,�<#Y)<���&:���� 9 �������J:������
9 5����.%��J:(M
•
�/��� 9 ���HG,%������Y�4���Y�(8>�b)�:W! 8mM ��M>!"�(�&��8.�;1&� 8 G,8.�f���+��� �&�H���j��-i�^5����?) !4d$# ���HG,%������Y�3!
8 �o�,��G��+����� ���;� 9 �W��:=:J���+�������o�(�������+���o���+������-U�����I�(���,��!i��8>�(� ��� �W��:�!E�����>)
GW��8.� �������"M �/��8.��G����&-K������� �(�j�(��� �i�3) �(���4���+G�%������Y���,����8.�b) 8.� �(���3��������8 � !4d$#`M
•
4A�/G����&��8 �&���`�(�87H�p�&�H���,�E�4������%&�������Y�EG����&���(��%�G,��!���� �i����8 �.�H�&���pG����&��8 �&���`�(���,�����
���.�mM 4 � 5+8 �^� �(�&��� ������5�%�8>5���� �,��������!Q�(�3)�! !4dD#C���H�&������8.�(������12��G�8 ���"�W��: � "  �2!
���35+8 ��:'���o�F���(��8 #�%H�(� � � �
�" �������p��16�,G�8.B����`�(��� ���J7+�(%�����5���� %��=<Y�,5�����)�����8 ��:4�(�����pG3���
#2�'8.�;1&� �������Y�����J-K���/��%�GW�=���+���,�fG�����#6� 8.�;1��.�������Y�(�,�J-K��� �(�87+�0���+���,�U��� �i�,� �mM

. 8 :�%������+M��&M 
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� � 1&���,5����Y��G��.%&��������!/����� . 8 :�%����e�����.) ���&� ��� �,��:��,��8.� �����D�&8 ���,G,��8 ��� <f�(���D���,5�������� ����:��
�9��#2���.�`�����U8.����8 G����(�,�o8 �o#��(��GW	��,����M / 5������(����%�:��;������:��(��1��;�&8 ��1&�9�3)<�i���i��� �������&)j��8 ��1�� 8>B����L!
8.�U���,�@��8.���0� ����:��<�����D�&8 	�G�%��>�0��� 8 �Y�(�,��1����,�3M �b�D�����F��-K��� �.�����!Q�i�<��8.� �$:������,�(���.�.)e��#��?�(����G,�
�3� �3) �����;�D��-
����� ���,�(��8 �.�J��-'�(���D:�����1�� ���,1����,���,���(���(8.��� ������� �i� ��8.��1�� �) :��(��1�����M �b�
1����?�(8 G,%��9����! �i�@��8.� �p:��,��������� �>) ��8 ��1��9�3) � 9 �W��:=:��&�H���@����� �����@�&�H���,�<���,1����,���,����8 ��:D8>�(�'�W��:
5���� %�� ���E�4��8 ��:�� � ���+����!Y�9��#2���.���<��8.���j�(���/�W��:45����.%���M%+0� 9 �F���(��8 #�%H�(�J:i���+���/8 �`�&8 ��1&�9�3)��,�@���p�
��8.��:�� �i���H�&�f� ��#2��� �,� X�_ _ R P ���H_b\^c2X�h@\�� � �FX�k ��\ � M �b�;�����&8.�(8.���"!����/��8 �.����8 ��1��9�3)*�����.)*������Y� �����
����:���� � 8mM ��M>!6�(�&�*���&:���� ���35+8 �&:J�9��#2���.� 9 �W��:A:W! 9 B������(��������8 #&%&�(�8:W! 9 �������J:(! 9 5���� %��8:W! 9 B�������GW��8 �.� : �8<
�(���i���,5��������/���&:��/�9��#2���.� �����i%&��8G5�%��,�.)
���,��������8 �&���<#Y)*����� ������Y�i�����o���&:�� �9��#6�,� ��!��������/G3���
�(��-K�,�.) ���;8>� �(���,� -K����� �(�&����8.��1�� �3)�M%. 8 :�%&��� �HM��&M��/���&� ��� �(���E�(�����E:��(��1&�*���$8 �(. 8 :�%���� �HM��&M 
�!
#�%&�<��8>�(�C���������I��#������(��G^�(8.�����<8.�C1��9��G���M I���� ������%��.� �����;��8.� �3� �����J�(���F�<�(���J��#������(��G^�(�,�
5��,����8.���D��-E���H! d$# :��(��1&�D8 �0�����.)e��� ��#&#����^5H8 ���(8.���e-K���U�(�&�<-K%�� � 5��,����8 ��� <"�����o��#��?�(����G,��8 ���
8 �/��8 ��1��.)�-K���/��8.��1�� �)@1�%���16�������,!2�&���(��8.��:j���.����M

E$�128�/%$� � � ��< ���87��	���� ? � �� ��� �����
�87H1����,����8.����� G3���':����&���(��� �.)U#2�E�^5���� %��F�(���'%���8 ��:�12��# -#�� ���(���,� �(���������&%�G��,����M,4A� ��8 �.�H�&8 ��G,%����`�������,����1�1����Y��GW���,��,`� ����8>5��/��� :�����8.����� �(����� ���H�,�`�����
�(����8 �?-S) ��� �p��- �����JG����������(��8.�����*8.�;12�����,�C#Y) ! � �����"!`�e-K%&� �.) ! � ����� - G,����1�� 8 ���Y�*��� :�����8.�����e!
����� ���D�87+�(���&��8 ��� ��-`�(����� ��� :�����8.����� %���8 ��:�dH&�I �.��:�8 G�M'.�%&�(�&������������!L���<��8 �.� ��8.��G,%����4���
��1�1����Y��GW� �(�������i����	J�����>)@-K���/G,���?�W��8.�I�b)+12���f��- 1����(���J7H1���������8 ������M

� I 9m+h45- 6WT0*0,S+ RS8Sj ,5t -QTq+ ji8*T59g8*/ht )\+.8 '�� 2�� P[+h45-QT +h45- T+,5t rs-0/N8*9�* 8])h).6pr5fW- +X':e V ':f ,5-`)n67) �[T56p+.- ':T[R�+h45-+X':e"j0':T(r - /.- *5/h-0).-QTq+.-`R�6pT +.45- T58SRS- fW'*rs-0f 1 lN8+! -0V*-0/0P '5! -QfWf ' 9g8*/ht -0R�� &(H�RS8Sj ,5t -QTq+ RS8^-0) T58*+ T5-0-0R(+.8jQ8*TS9g8]/.t +h8 '�� 2�� P[),8 ! - '*)h) ,5t - +.4s' +\+h'*e])\'*/.- ,5T^rs8/,5T[RS-`R�V '*f ,[-0) 1
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3 �4, � ����� � � �HM��&M�� � � c2X�P���\
X�k ++aFR PS_��+h .3aFR<\ �FX�k ��X�_ PSc�+JX � X�_��7\�� � R(\WVWV^PmaFc �

� 
Q� � RWa � X � \�����k \<aFc7_���\jZJ�HR R(\^c�_�cLa�q+\��
� � � �jX�k"*D_ �+R(aA� + � X�kSk cLa�q+\WVIPSc _���\�_ R(\W\�_��&X�_4V�X�_ P V . r _ ��\�cL\���_ � X�PSR ]`P V\7ZWaFc&V^_ R�X�PSc�_��

� � V _���\ � X�PSR^]`P V\'ZWaFc&V^_ R�X�PSc�_SV X�RW\UV^PSh � k \U_ R(\W\)(mV^_ RJ��Z^_ �HR�X�k ZWaFc&V^_ R�X�PSc�_KV�� _ ��\^r@Z�X�c$�^\
PSh � k \^h@\^c�_b\�qM�YV^PSc�+ X;_ R(\W\']EX�k"* ��� � aFR*\�X+Z � �P V^PS_ \�q;cLa�q+\
	
� ��� g �FX�k �&X�_b\ _���\ � \^R (bcLa�q+\
ZWaFc&V^_ R�X�PSc�_KV�� T .�_���\^r;X�RW\�cLaF_ V�X�_ P V � \�q ��ZWaFc�_ PSc ��\ ]`PS_��

_ ��\4cL\���_EcLa�q+\��
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+ �$,.- ��� /��21 ��� �*+U�;�87&���;1&� ����-2�(���U��#��?�(�(��G,�(�,�@:�����1������,1����,�����Y�(���(8.���@��-L���
! d$#A-K�(��:��;�,�Y�3M

� # � T .0]i\4X�RW\'X�_`_ ��\4k>XFV^_ � X�PSR ]`P V\'ZWaFc&V^_ R�X�PSc�_`PSc7_���\ � X�_��=\�� � R(\WVWV^PmaFc � ]i\ �&X ��\4X
h�X�_bZ � ��g �H\WZJ�H_b\j\ ��\^R r�_��+PSc�+;_��&X�_�cL\W\�qFV _ a �^\*q+aFcL\9.3aFR'X@h�X�_bZ � �

� G�� T .;]i\ X�R(\ ����� X�_ _���\Jk>XFV^_ � X�PSR ]`P V\IZWaFc&V^_ R�X�PSc�_0PSc _���\ � X�_�� \�� � RW\WVWV^PmaFc ��R(\)(
ZJ�+R(V^P���\^klr \��H\WZJ�+_b\JV^_ \ � V � � � X�c2q �C_ a � c2qA_ ��\ cLa�q+\WVJV�X�_ P V . rFPSc�+A_���\IcL\���_
� X�PSR ]`P V\*ZWaFc&V^_ R�X�PSc�_�R(\^k>X�_ P���\4_ba�_ ��\'cLa�q+\4_��&X�_E]i\*X�RW\*ZJ�HR R(\^c�_ klrJX�_ �

� ��� � P . _�_���\ � \�����k \
q�R(a ��� \�q;PSceV^_b\ � � �

.����/�j1������I�J7H1����,����8 �����5������?�(��8.��:��/��-
n

���+�����,!��(��8.�/���.:�����8>�(��� ������1��
n

� �+G3���612��#�#&� ���
�����j���4:��.��#����+12��#�#��.��� � �J7HG��.%���8 �&: 16�,#�#�� �,�`������1�16�,�j-K��� �,5����.%�����8 ��:U16�,� - �&�H���/G,�����?�(�(��8 �Y�(�3�^M
�/���4���.:�����8>�(��� %&�����/����� ���(��GW	J��-$� �+G3���612��#�#&� ��� ���<B���� �(�&� �@����GW�����/��- �<1����(�I�J7H1���������8 ���
%���8.��:U����� ��#Y5+8 ��%�� 8.�;1��.�������Y�W�F�(8 ���'��-

n
���,���(�,�j� �+��1��,!�������� �+��14-K��� ����GW� 9 �?�(��1�:i��� 1���8.����8.���

G����&���(����8 �Y� 8 �*����� 1������j�J7H1���������8 ���LM �U�&-K���?�(%������(�,�.)�!F�(��8.�`���.:�����8>�(��� ����� ���,5��,�(�����&�(�3��#���GW	���M
. 8 ��������- ���.�m!Y�(�&�����.:�����8>�(��� ���H�,�i�����iB��>�(���E��%&�i��%�1��.8 G����(�,��, ���������.:�����8.�(�&� ��8 �.�QB���� �*���+���
�<%��>�(8 1&� �o�(8 �����j8>-��(���,���������I�<%&�.�(8.1�� ��� �3)+��8 �C����8.GW� 8>�o�(����8 ��B����j�(���IG,���������(��8.�Y�(�o��-f�(���
1������7�J7H1���������8 ���L! 8mM ��M>!68>-`�(���,���j�����*�<%&�.�(8.1�� �4�?�(��8.��:��U��-p8 �Y�(�,��������8 ���(�
���+�����0-K���U����8.GW�7�(���
1������(����� � �fG,�����?�(�(��8 �Y�(�f����� �(����8 ��B����"M�+0�.����!H�(���4��%&��1�%&����- ! � ���(��8 �/�&�,B����,�e����#2�4:�8.5�����8 �
���+G�%������Y�'�����&����!$���&� ����8 �4���.:�����8.�(�&� ���+���4�����
:������,�(������8>�(�4��%&��1�%&�'8 �D�������4���������,M �/���
���&5����Y�W��:��I��-U��������� :�����8>�(��� 8 �j�(�����o8.�o����5�%�8 ��������� :�� ��#���� 12��#�#��.���,M �f� � G����&��8 �&���o�(���
-K��� �.���8 ��:*��� :�����8.������M

3 ��, � ����� � � �HM��&M��� � kl_ \^R c2X�_ P���\J_ R(\W\)( �WXFV\�q X�k ++aFR PS_��+h .3aFRI\ �FX�k ��X�_ PSc�+ X � X�_�� \�� � RW\WV)(
V^PmaFc �

� 
Q� � R(a � X � \�����k \<aFc=_ ��\ V^_mX�R _ PSc�+@cLa�q+\��
� � � �jX�k"*4_��+R(aA��+ �;X�kSk&cLa�q+\WV/PScJ_���\�_ RW\W\�� PSc � R(\)(�aFR�q+\^R �  ��\WV\ cLa�q+\WVUX�R(\�_���\�Z�X�c2q�P qYX�_ \

h�X�_bZ ��\WV�� � aFR*\�X+Z � �P V^PS_ \�q;cLa�q+\
	
� ��� g	�FX�k �&X�_ \UX ���,5��,������� ��\^R(V^PmaFc�a ./_���\ � X�_��J\�� � R(\WVWV^PmaFc � ��V^PSc�+ � k ++aFR PS_ �+h�� ��� ��� �

g X+Z � _ PSh@\DX � RW\ ��\^R(V\=h�X�_ Z � � a .=_���\ � X�_�� \�� � RW\WVWV^PmaFc P V .3aA�+c2q � ZWaFh � X�RW\
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_ ��\7RW\ ��\^R(V\7h�X�_ Z � ]`PS_ � _���\7V^_mX�R _ PSc�+ cLa�q+\�� T .7_���\ R(\ ��\^R(V\Dh�X�_bZ � P VD_���\
V^_ X�R _ PSc�+=cLa�q+\��0_���\^c _ ��\ Z�X�c2q�P qYX�_b\�h�X�_bZ � P V@X�c X+Z^_ �&X�k`h�X�_ Z � � � ��\^c _��+P V
�&XFV �&X ��� \^cL\�q �`R(\^h@\^hM�^\^R _��+P V'PSc7_ ��\ V^_mX�_b\��

� # � T ./_���\0X�k ++aFR PS_ �+h�PSc � X �'q+\^_ \^R hjPScL\�q
_��&X�_ _���\ Z�X�c2q�P qYX�_b\�h�X�_ Z �j]EXFV0X�cIX+Z^_ �&X�k
h�X�_ Z � � \��H\WZJ�+_b\<\ ��\^R r�_��+PSc�+@_ �&X�_EcL\W\�qFV4_ba �^\*q+aFcL\9.3aFR _���\'h�X�_ Z � �

� ��� � P . _E_ ��\ � \�����k \'q�RWa ��� \�q�PSceV^_ \ � � �
.���� �U1����(�
�J7H1����,����8 ���j�5��,�

n
���H�&����!F�(��8.� ��� :�����8.����� %������ �����i:��.��#����Y12��#&#�� � � 8.� &+����1 
��

���&�
n

� �+G3����16�,#�#��.��� � 8 � &+����1 � �^!���:Y��8.�4�J7HG��.%���8 �&:0���Y) 12��#&#�� �,� %������
8 �'�,5���� %����(8.��:/16�,� - ���H�&�
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3 �4, � ����� � � �HM��&M ��� g	�FX�k ��X�_b\�X � X�_ �A\�� � RW\WVWV^PmaFc ��V^PSc�+ � O"! k a +�PmZ�� � \^_�_���\ � X�_��C\���(
� R(\WVWV^PmaFcI_ a �^\'\ �FX�k ��X�_b\�q �^\ X � X�_ ��\�� � R(\WVWV^PmaFcDa���\^R n cLa�q+\WV�� P � \�� � n− 1 V^_b\ � V��YV^PSc�+ n− 1� \^R (bcLa�q+\*ZWaFc&V^_ R�X�PSc�_KV��

� 
Q� � RWa � X � \�����k \ m aFc7_���\ V^_ X�R _ PSc�+@cLa�q+\��
� � � �jX�k"*j_ �+R(aA� + �=X�kSk"cLa�q+\WV4PScD_���\'_ R(\W\��EPSc � R(\)(�aFR�q+\^R � � _�\�X+Z � �P V^PS_ \�q@cLa�q+\
	

� ��� g �FX�k �&X�_b\4_ ��\ � O"! � R(\�q�PmZ�X�_ \

∃x, y :
� \��

m (x) ∧
� X�_ ��\�� � (x, y) ∧ ��\�XYq (y)

] ��\^RW\ � X�_ ��\�� � (x, y) ≡

∃x1, . . . , xn :



(x1 = x) ∧ (xn = y) ∧
∧

i∈[1,n−1]

( V^_ \ � i (xi, xi+1) ∧ ZWaFc&V^_ R�X�PSc�_
i+1 (xi+1))





] ��\^RW\4V^_b\ �
i (x, y)

P VjX�c � O"! � R(\�q�PmZ�X�_ \*_ �&X�_0\�� � R(\WVWV\WV
_���\ �A7H8 � aFR*_ R(\W\<R(\)(
k>X�_ PmaFc&V �+P � R(\����+PSRW\�q ��rIV^_ \ � i ∈ [1, n− 1] �4X�c2qAZWaFc&V^_ R�X�PSc�_

i (x) P VJX�c � O"!
� RW\�q�PmZ�X�_b\i_ �&X�_ \�� � R(\WVWV\WVi_ ��\ � \^R)(bcLa�q+\fZWaFc&V^_ R�X�PSc�_2V � \WZ^P � \�q9.3aFR cLa�q+\ i ∈ [2, n]
a . _ ��\ � X�_��D\�� � R(\WVWV^PmaFc �

� # � T .
_ ��\ � R(\�q�PmZ�X�_ \*P V<_ R8�Q\��/_ ��\^c _ ��\ �P V^PS_b\�qIcLa�q+\*P VoXIh�X�_ Z � �*g �H\WZJ�H_b\�\ ��\^R^r�(
_ �+PSc�+;_��&X�_EcL\W\�qFV4_ a �^\*q+aFcL\ .3aFR'_���\4h�X�_bZ � �

� ��� � P . _ � \�����k \ m �
�f���(�4�(�����U�����'1����,��8 G����(�'������1

i (x, y)
8.�U8.�;1&� �������Y�(��#�� �U-K���f��� �"�������'���,�9����8 ���&����8.1���MN.Q���

8.�����(����G���!"�(��� 9 GW��8 �.� :
���,�9����8 ��������8 1=G3��� #2�j�3����8 �.)e���,1����,���,�������A#�) ∨
φ∈Φ

���&:��
φ (x, y)

M �/���
dH&�I ���.:�����8.�(�&��%����,�/�������.�HG����216�,#�#�� ��!&����:Y������� �,��� ��- �(������%��*#6�,�

n
��-$���+�����i8 �@������1������
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3 ��, � ����� � � �HM��&M��� g	�FX�k �&X�_ \ X � X�_ ��\�� � R(\WVWV^PmaFc �'����� � ��� t 	 p � �E] ��\^R(\ t P V�XjcLa�q+\U_ \WV^_
X�c2q p P V'X � RW\�q�PmZ�X�_b\����YV^PSc�+;cLa � \�����k \WV � \��HZW\ � _'.3aFR _���aV\���V\�q;PSc \ �FX�k �&X�_ PSc�+ t X�c2q p � �

� 
Q� � aFkSk aF] _���\ B�������GW��8 �.� \�q ++\��
� � �  \WV^_
_ ��\AZJ�HR R(\^c�_<cLa�q+\$��V^PSc�+ cLa�q+\e_ \WV^_ t X�c2q � RW\�q�PmZ�X�_b\ p � T .ePS_*V�X�_ P V � \WVe_���\

ZWaFc2q�PS_ PmaFc&V�� _���\^cePS_`P V X�h�X�_bZ ��.3aFR0_���\ � X�_��e\�� � R(\WVWV^PmaFc �/g �H\WZJ�+_ \'\ ��\^R r�_��+PSc�+�_��&X�_
cL\W\�qFV4_ba �^\
q+aFcL\9.3aFR
X@h�X�_bZ � �

� ��� T .�_ ��\jZJ�+R RW\^c�_EcLa�q+\ �&XFV*X ���J7+� \�q ++\���.3aFkSk aF] PS_iX�c2q�ZWaFc�_ PSc ��\4]`PS_��IOQ_ \ � � �
� � � � �+PSk \4_ ��\jZJ�+R R(\^c�_�cLa�q+\ �&XFV
X 1����,5 \�q ++\���.3aFkSk aF] PS_��
� � � � aFkSk aF] _���\ 1��������Y� \�q ++\��
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3 �4, � ����� � � �HM��&M� � g	�FX�k �&X�_ \DX � X�_ � \�� � R(\WVWV^PmaFc ��"�����" !�� � ! ����� t 	 p � � ] ��\^R(\ t P V7X
cLa�q+\*_ \WV^_UX�c2q p P VoX � R(\�q�PmZ�X�_b\��"�YV^PSc�+�cLa � \�����k \WV � \��HZW\ � _$.3aFR<_���aV\ �YV\�q�PSc \ �FX�k ��X�_ PSc�+ t
X�c2q p � � ! c�klr�]iaFR *V'�Hc2q+\^R4_���\ .3aFkSk aF]`PSc�+ ZWaFc2q�PS_ PmaFc&V
	

� 
Q�  ��\ PSc � �H_iq+aZJ�Hh@\^c�_ V�X�_ P V � \WV
X �  � �
� � �  ��\'ZJ�+R^R(\^c�_`cLa�q+\�� VU_mX +�P V X�c \^k \^h@\^c�_�a .�X=*FcLaF]`cIV\^_ T � �  �+P V'Z�X�c$�^\�*FcLaF]`cIP .

_���\*ZJ�+R R(\^c�_`cLa�q+\�]EXFVfV\^k \WZ^_ \�q �YV^PSc�+@X � X�_ �e\�� � R(\WVWV^PmaFc�_��&X�_iZWaFc�_mX�PScL\�q;Xj_ X +o_ \WV^_
.3aFR4PS_SV'k>XFV^_pcLa�q+\����

� ��� � ZWZWaFR�q�PSc�+'_ba4_���\/PSc � �+_ �  � � .3aFRf\�X+Z �j_mX +
PSc T � cLa
q+\WVZW\^c2qYX�c�_$a .�X'cLa�q+\ �&X �PSc�+
X@_mX +@PSc T Z�X�cA\ ��\^R �&X ��\
X@_mX +@PSc T �

 ��\
X�k ++aFR PS_��+h ]iaFR *V
XFV .3aFkSk aF] V��
� 
Q� g �H\WZJ�+_ \ X � RW\)(�aFR�q+\^RU_ R(\W\0]EX�k"* � V^_mX�R _ PSc�+ . RWaFh _���\*ZWaFc�_b\���_ cLa�q+\�� � aFR \�X+Z � �P V^PS_b\�q

cLa�q+\
	
� ��� n ��\WZ *JP .
_ ��\<cLa�q+\�� V<_mX +�P V<PSc T �<T .*PS_/P V���]i\ �&X ��\ �P V^PS_b\�q�X�kSk`q+\WVZW\^c2qYX�c�_SV��
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ZWaFh � �+_ X�_ PmaFc � aFc�klr �

� 
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� � � T^_b\^R�X�_ \ a���\^Rfh�X�_bZ ��\WV8.3aFR � � ��ro\ �FX�k �&X�_ PSc�+�� p1
��V^PSc�+ � k ++aFR PS_ �+h � ��� ��� � � aFR \�X+Z �

h�X�_bZ � � \��H\WZJ�H_b\'_���\ .3aFkSk aF]`PSc�+jV^_b\ � 	
� ��� T^_b\^R�X�_ \
a���\^R�h�X�_bZ ��\WV .3aFR � ?��rJ\ �FX�k ��X�_ PSc�+ � � � p2

� �YV^PSc�+ � k ++aFR PS_��+h � ��� ��� ��['aF_b\
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� � � T^_b\^R�X�_ \;a���\^R*h�X�_bZ ��\WV�.3aFR � � ��r=\ �FX�k �&X�_ PSc�+ � ! � � ! � " � �("�� ����� � � p3
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aF_b\�_ �&X�_0q��+R^PSc�+�_ �+P V \ �FX�k �&X�_ PmaFc �
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3 (w, y) ∧
� X�_ ��\�� �
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φk � k ∈ [1, m]
�<8.�;� #6�+���.�3��� ! � ���(� �J7H1���������8 ��� �(���F�;���,-K�,�����&G�����5�����8 ��#�� �,�
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Vk ⊆ {1, 2, . . . , n}
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�������@���.�.)e1����+G��,�������
����� ��#2�5��@���(�����?-K�����;����8 ��� #Y)C%���8 ��:

n − 1
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x1

�(�
xn−1

�����
xn
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n
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φk
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v = max (Vk)

M��/�����
φk
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[v, n]
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φk
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l ∈ [1, n]

!�12��#&#�� �,�
1, . . . , l − 1

����1����������Y�@5�����89��#��.���
x1, . . . , xl−1
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xl
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φk
���f�j:�8.5�����8.�(�,�(����8 ���

���,����8 ��:o� �^5��,�
l

��� �(���4:��.��#����.�������/��- 16�,#�#�� �,�f���/-K��� �.� ��� ,

•
� -
l ≥ v + 2

!��(�&��� �����e12��#&#�� �����(��GW	 G����Y�W��8 ���;����� �������
v + 1

12��#&#�� �,��! ����8.GW�
���3����� �(���F��������� ��-$�(�&�45�����89��#&� �������^-K�����,��G��,�=#Y)

φk
�����4�F�/�(��� �(��1���-$�����4���(��GW	QM

�/�&�����^-K������!2��� �616�,#�#�� �,�/��8.�(�I��%��<#2�����U8.�
Vk

����� -K����G,���I�(�o#2�':�� ��#����mM
•
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l = v+1

!Y���������(����12��#�#��.�U�?�W��GW	jG,���Y�W��8.���
v

12��#�#��.���,!+����8.GW�@���3���&�p�������E��-6�(���
5�����89��#&� ��� ���,-K�,�����&G���� #�)

φk
!$�����>)

xv
8 �4����1��������,�Y�(��� #Y) �I16�,#�#��.���������'8 �'���4�(�&�

����1J��-L�(���U���W��GW	2M��/���0�����;��8.��8 ��:'12��#�#��.�U��%��*#6�,��� 8.�
Vk

�����f-K����G��,�J�(�*#2�0:�� ��#����mM
•

� -
l = v

!��������<�����i12��#&#�� �����W��GW	
G,���Y�W��8.���
v−1

12��#�#&� ���C<�5�����8 ��#�� �
xv

8.� ���,1����,���,�������
#Y)7�����o��������8 �&: ���3���A�����D5�����89��#��.�

xv−1

8.� ����1&���������Y�(�,� #Y)D12��#�#&� �
v − 1

��� �����
����1J��-L�(���U���W��GW	2M��/���0�����;��8.��8 ��:'12��#�#��.�U��%��*#6�,��� 8.�
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φk
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l = v
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{n} ∪
⋃

k∈[1,m]

(Vk − {max (Vk) ,max (Vk)− 1})

�����,���
{n}

8 � 8 ��G,� %����,�<#2��G3��%���� �����/��8 :������?� - ��%��*#6�,�����j12��#&#�� ��8 � ���.�i�)+�`:��.��#���� M �U�����i�(�����
8>- !�-K���p���o�J7H1���������8 ���

φk
!
Vk = {v, v − 1}

���
Vk = {v}
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���Y)I:��.��#����L16�,#�#�� �,�f���;#2�'G��������(�,�"M � -p��� �"�87&1&��������8.�����������'��- ����8 ��	�8 ���L!2�&�;:��.��#���� 12��#&#�� �,�
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n
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Vg = {xi | i ∈ [1, n]}

Eg = {(xi, xj) |
���������48 ���

k ∈ [1, m]
��8.���

{i, j} ⊆ Vk}
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