Formele talen 1 2




Een al/fabet is een eindige, niet-lege, verzameling
letters.
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> alfabet.
Een string/woord (over =) 1s een eindig geordend
rijtje letters uit =.

ab, abca, abcbabcba
o, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, ..

Npukw4YeHna, ACTepukca
“de appel valt niet ver”

s*, lege string A\, lengte |x|

|abcbac| = 6 IN| = 0 a®b3 = aaaaaabbb
B ={ A\, O, 1, 00, 01, 10, 11, 100, 101, ..



Een taal/ (over ) 1s een verzameling strings over =

s* alle strings

paAL = { A, aa, bb, abba, baab, abaaba, ..}

BINn = { 0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, .. }
K = { a, aa, ba, aaa, aba, baa, bba, aaaa, aaba, ..

= { x0O{a,b}* | x eindigt op een a }
L = { A, aa, ab, ba, bb, aaaa, aaab, aaba, aabb, ..

{ xO{a,b}* | x heeft even lengte }

[]

?(=") talen over =



concatenatie

[ S%*x>S* _, S%
al...am Dbl"-bn = al...ambl...bn

A één  AX=x=x[A

associatief xWy)z = x[yz)

niet commutatief beildard # aardber
Ixy| = |x|+]|y]|

Owordt vaak weggelaten



X, y Oz

X 1S een deelwoord van y als y = ulXly voor u, v O =*
prefix .. als y = xiv voor v [0 =%
suffix .. als y = ulX voor u [0 =%

o0ok: swubwoord

lekkerkerker deelwoord kerk (twee voorkomens)

spotterspot spot prefix én suffix (als A)



eigenschappen van prefix

X, [0 ==

X 1'>s/ een deelwoord van y als y = uXly voor u, v [0 =¥
prefix .. als y = xiv voor v [0 =%
suffix .. als y = ulX voor u [0 =%

reflexief X=X voor alle x

anti-symmetrisch als x=<y en y=<x dan x=y

transitief als x=xy en y=<z dan x=z

— partiéle ordening

XA prefix

y = Xl en x = yi¥ dan |[x|<|y| en <
daarom |x|=|y| en dus u=v=A, X

y = Xl en z = yW dan z = (xh)¥ = x[{uv)
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x" = x 0. Ox (n maal)

inductief:
x0 = A
xM+1 = xN Ox

Xm+n — Xm |:|Xn
x| = nOx|

(ker)°> = kerkerkerkl@rker




intuitie formeel gemaakt

indugtief:

CCCON)X)IX)X) [
CCONX) X)X

associatief ! Eg




spiegelbeeld

inductief:
mir(A) = A
mir(xa) = a mir(x)

ook xR
palindroom x = mir(x)
snorfrons netebeten
mir(mir(x)) = X
mir(xy) = mirCy) Omir(x)
mr(x") = mir(x)"



taal: Boolese operaties

Een taal/ (over %) 1s een verzameling strings over =

K = { a, aa, ba, aaa, aba, baa, bba, aaaa, aaba, .. }
= { x0{a,b}* | x eindigt op een a }

{ N, aa, ab, ba, bb, aaaa, aaab, aaba, aabb, .. }

= { x0{a,b}* | x heeft even lengte }

X
Il

?(=") talen over =
vereniging, doorsnede, complement (tov. )

KnL = { aa, ba, aaaa, aaba, abaa, abba, baaa, .. }
K-L = { a, aaa, aba, baa, bba, aaaaa, aaaba, .. }
L-K J;{AA, ab, bb, aaab, aabb, abab, abbb, baab, .. }

fa,b} -(kKOL) = { b, aab, abb, bab, bbb, aaaab, .. }



verzamelingsrekenregels

commutatier A nB=BnA AOB=B[OA
associatier (AnB)nC = An(BnC)
(AOB)C = AO(BOOQ)
distributier An(BOC) = (AnB)O(ANC)
AO(BNnC) = (AOB)n (ALQ)
wetten van De Morgan

(AnB)¢ = ACOBC (AOB)C = ACNBC
absorptie An (AOB) = A AOCANB) = A
1dempotentie ANA = A ACA = A
nulelement AnO = [ AOO = A
eenelement AnU = A ACU = U
dubbel complement (AS)c = A

complementregels AnAc¢ = [J ACAC = U



concatenatie

O: (%) x (%) - 2(=%)
K OL = { xiy | xOK en yOL }

{ a,ab }d a,ba } = { a@,ala,ab@,abba }
= { aa,aba,abba }
{ N,a,b,aa,ab,ba,bb,aaa,aab, .. }{ a } =
{ a,aa,ba,aaa,aba,baa,bba,aaaa,aaba, .. }
{ a,ab,abb,abbb, .. }d a,ba,aba,baba,ababa, .. }
= { aa,aba,aaba,abba,ababa,abbba,aababa,abbaba, .. }

a, ba, aba, baba, ababa, ..

al| aa, aba, aaba, ababa, aababa, ..

ab| aba, abba, ababa, abbaba, abababa, ..

abb| abba, abbba, abbaba, abbbaba, abbababa, ..
abbb| abbba, abbbba, abbbaba, abbbbaba, ..




concatenatie

O: 2(Z*) x 2 (Z*) - 2 (%)
K OL = { xiy | xOK en yOL }

{A} éeén {AML = LA} = L
[] nul Ul = LU = [

associatief (KIL)M = KILMNM)
hiet commutatief



K" = Kk O.. OK  (n maal)
inductief:

KO = {3}
KN+l = g gk

{\,a,ab}!t = {\,a,ab}

{\,a,ab}? =
{\,a,aa,ab,aldb,aba,abab}

{\,a,ab}3 =
{\,a,aa,ab,aaa,aab,aba,aaab,aldbld, abaa,
abab,aabab,abaab,ababa,ababab}



K" = Kk O.. OK  (n maal)

inductief:
KO = {3}
KN+l - k" Ok
K:‘: — U nzOKn , K+ — U n>()Kn
ab* = {a}db}* = { a,ab,abb,abbb,abbbb .. }
(ab*)* = { a,ab,abb,abbb,abbbb .. }* =

= { A,a,aa,ab,aaa,aab,aba,abb,aaaa,aaab,.. }

= {A} O {a}Ha,b}*

{\,a,ab}" = {a,ab}” =

{ x | voor elke b staat een a }




K" = Kk O.. OK  (n maal)
inductief:

KO = { A}

KN+l = k" ok
K* = U nzOKn ’ K* = U n>OKn

alternatief:
K* 1s de kleinste verzameling die A bevat

en gesloten 1s onder concatenatie met K

oftewel (inductief):
e ALK
e als x[OK* en wlK dan xwlK*



rekenkundige expressies

D=4{0,1,2, .. , 9}
i. ieder element van D*-{\A} behoort tot R
11. als xOR, dan (-x)OR
als x[OR en y[R,
dan (x+y)OR, (x-y)OR, (xi¥)OR, (x/y)OR

alfabet { 0,1,2, .. ,9}0{ +,-,0/}y0{ ()}

syntax: geheel getal

(geheel) ::= (tekenXnatuurlijk) | (natuurlijk)
(natuurlijk) ::= (cijfer) | (cijferXnatuurlijk)
(cijfer) ::=0 | 12 |1 2| 3|4 ]|5|6]7]8]29
(teken) + | -

{+,-3 0,1, .. ,9 0O { 0,1, .. ,9 }+ =
{ +!_!>\ }[{ 0,1, ,9 }+



reguliere expressies in PERL

$greeting = "world";
print "It matches\n" if "Hello world" =~ /$greeting/;

"cats and dogs" =~ /dog|cat|bird/; # matches "cat"
/1tem[0-9]/; # matches 'itemO' or ... or '"item9’ \d
/(al|b)b/; # matches 'ab' or 'bb'

a* = match 'a' 0 or more times

a? = match '"a' 1 or 0O times

period '.' matches any character but "\n" (eol)

$time =~ /(\d\d) : (\d\d) : (\d\d)/; # match hh:mm:ss
$hours = $1; $minutes = $2; $seconds = $3;

# match a number, get $1 = whole number, $2 = expement

/C+-17\ *(2:\d+(2:\.A\d¥) 2|\ \d+) (?: [eE] ([+-1?2\d+)22) /;




rekenregels

Ul = LM = [

{AML = LA} = L
(KIML) ™M = KICLM)
KIC(LOM) = KO O KM

‘algebra’

(KOL)M™M = KM O LM

(K*)N = K* voor alle n=1

(K*)* — K*

(K*L*)* — (KDL)* — (K*DL*)*
K [J L

dan KOM O LOM

KM O LM, MK O MI
K" O L" voor alle n=1
K* D L*




*K* dan z = xy met x,y O K¥,
zeg x O K" en y O KM,

dus z = xy O K™N O K*,
ED!
K* = K*{A} [1 K¥K*
J K
n=0
<~ L
K¥K* = (KOOKIOK?0K30- ) (KPOKIOK2OK30- ) =
| KRN = | KM+ (] KS = K*

m, n=0 m, n=0 s=0




oneindige vereniging .. ?

eindig:associatief!

U11A1 A,OA,0---OA =(--(A,0A,)0--)OA))

(U::l Ai)( = ﬂ:_1A$

i=1

U
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SR VRIS B
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(L)'I =1 'I)( a An+1 3 A a An+1 i= 1A'I

n+1

:{XDU|(D1)(XDA1-)} oneindig ?

-(C)) Ve =01 )P



uitstapje: taal vastleggen

% beschrijven, genereren
K: wg, Wy, Wy, Wz,

- recursieve definitie =
- syntax-diagram

- grammatica

- operaties * U

- logische formule

% herkennen, algoritme
w O K? ja/nee

- automaat, Turing machine
- parser




e als xI O L dan xIU O L P
als Mx O L dan Mxx O L &
als xITIIy 0O L dan xuy O L %
als xuuy O L dan xy O L &

n

axioma MI e L bevat geen andere elemente
regels

I - TIU mits uiteinde

MX —» MXX mits hele woord (?!)

IIT- U in elke context

uu - A

MI = MIT —» MIIII = MUI = MUIUI = MUIUIU —..

Chomsky: type regels families
rechts-1ineair, context-vrij, monotoon, type-0



reguliere talen

kleinste familie van talen die
e [ {A} {a} bevat
e gesloten 1s onder * U -

« O {A} {a} U REG
e als K, L [0 REG dan
- KuL U REG
- K-L U REG
- K* [ REG
e verder geen talen 1n REG




patroonherkenning

{ x0{a,b}* | x heeft geen subwoord abba }

< ©

G-

Z/////ﬁ_ van 1 naar 1

({b}0{a}{a,ba}*{bbb})*
0 ({A}0{a}{a,ba}*{\,b,bb})

b




spiegelbeeld

mr(K) = {mr(x) | x OOK }

mir(mir(K)) = K
mir(KuL) = mir(K) U mir(L)
mir(K) = mir(L) Omir(kK)

mr(KY) = mir(kK)"
mir(K*) = mir(K)*

« O {A\} {a} U REG

e als K, L O REG dan
- KuL [ REG
- K-L U REG
- k* J REG

REG 1s gesloten onder mir
dwz: K regulier dan ook mir(K) regulier



probleem = taal

HPP: Hamilton Path Problem
gegeven: gerichte graaf G, begin- & eindpunt
gevr: 1s er een Hamilton pad (elke knoop éénmaal)

aantal punten pijlen begin & eind

4 (1,2)@2,3)@2,49G3,D3G,44,2) 1,2
000 100 001010 010011 010100 011001 011100 100010 000 001010

G graaf -> woord w(G)
Hamilton grafen -> taal Ham

>X graften
| Ham1 lton ;
S







