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arboretum

ongericht §8.8 tree graphs
§9.4 rooted trees
—0 ch.10 binary trees
o— -0

gericht geordend 1inks/rechts




een boom 1s een samenhangende ongerichte
graaf zonder cykels;

een gewortelde boom heeft een speciaal punt
(de wortel), en daarmee een richting
(vanuit de wortel)

§8.8 tree graphs
§9.4 rooted trees



8.8 (ongerichte) boom:

O

samenhangende graaf zonder cykels

9.4 (gerichte) boom: kies wortel
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(ongericht) voorbeelden
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menuboom (2*3)+((5*%7)+(9%11))

decimal tree berekenboom
ébgegevensboom molecuul syntactische boom




(gericht, ongeordend) voorbeelden

Hilversum

*O *O route boom
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Den Dolder

Amerfoort Soestduinen

4
5.3.1 5.3.2 5.3.3

menuboom (2*%3)+((5*7)+(9*%11))
decimal tree berekenboom

ébgegevensboom molecuul syntactische boom



(gericht, geordend) voorbeelden

Hilversum
*O *O route boom
Baarn O o O O bes11sboom

> L
Soestdijk Den Dolder

Amerfoort Soestduinen ‘E’
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menuboom (2%3)+((5*7)+(9%11))

decimal tree 1 ! berekenboom
® gegevensboom  Molecul syntactische boom
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terminologie

blad
intern

tak

eindpunt
Tnwendig

113n

wortel beginpunt
kind benedenbuur
vader  ouder bovenbuur
broer

nakomeling opvolger
voorouder voorganger



terminologie

(met wortel, ongeordend)

relatie behoudt
- takken
- wortel

- ordening
waar van toepassing

gelijkheid
(isomorfie)



karakterisatie

1. (ongerichte) boom
samenhangend, acyclisch
2. maximaal acyclisch
tak erbij cykel
3. minimaal samenhangend
tak weg onsamenhangend
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(Exercise 8.13)



bewijs 1é 2

1. boom

samenhangend, acyclisch
2. maximaal acyclisch

tak erbij cykel

X y
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/’/ , maximaal
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S S ,! samenhangend



bewijs 1é 2

1. boom samenhangend, acyclisch
2. maximaal acyclisch tak erbij cykel

1t 2 voeg 11jn {x,y} toe aan G. omdat G samenhangend
1s bestond er al een pad tussen x en y. samen met de
11jn ontstaat een cykel.

2t 1 we moeten nog laten zien dat G samenhangend 1s.
kies willekeurige x en y, en we beredeneren dat x en
y verbonden zijn. als er een tak tussen x en y 1ligt,
dan zijn ze verbonden. als er geen tak 1s voeg die
dan toe. volgens gegeven ontstaat een cykel. dat
betekent dat er al een pad tussen x en y moest
bestaan.
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bewijs 1é 3

1. boom
samenhangend, acyclisch

3. minimaal samenhangend
tak weg onsamenhangend
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bewijs 1é 3

e

1
I

1. boom N v N
3. minimaal samenhangend / N '
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1+ 3 verwijder 1ijn {x,y} uit G. na kan G niet langer
acyclisch zijn, want x en y zijn niet meer verbonden
met een pad: anders zou er oorspronkelijk een cykel
geweest zijn.

3t 1 we moeten nog laten zien dat G acyclisch 1s. stel
G bevat wél een cykel. verwijderen van een tak in de
cykel Tlevert nog steeds een samenhangende graaf, dus
de graaf is dan niet minimaal samenhangend.
(tegenspraak). de graaf heeft dus geen cykels.



Het aantal takken van [ongerichte] boom

T = (V,E) 1s één minder dan het aantal

knopen van T: |E| = |V]|-1.
vertices
) ) Edges
bewijs (één) o 0 ) —

/ — -0 o
\. ° _to
\ \o

0) 1 2 3 =

kies een beginknoop (willekeurig)
el ke knoop heeft ®®n I nkomende tak



Het aantal takken van boom T = (V,E) i1s één
minder dan het aantal knopen van T:
lEl = |v[-1.

bewijs (alternatief)

Abasis: enkele knoop

Ai nductiestap

|E1| —_ V]_l_l
|E2| —_ _Vzl_l
optellen:

|E|-1 = |V]|-2



(Exercise 8.38)

een graaf zonder cykels met ten minste één
tak heeft ten minste twee knopen van graad 1

bewijs

maximaal

alternatief. gr aden tell en

(som van

simpel pad

de



bewijs Ex.8.38

een graaf zonder cykels met ten minste één
tak heeft ten minste twee knopen van graad 1

bewijs. )
neem een maximaal simpel pad U in graaf G en laat u
een eindpunt vanU zijn. heeft knoop u nog andere

buren? nee: want dan zou of het pad langer worden,
of zou er een cykel ontstaan. dus: u heeft graad 1

~

\Y



alternatief bewijs Ex.8.38

een graaf zonder cykels met ten minste één
tak heeft ten minste twee knopen van graad 1

graden tellen: bewijs dmv. tegenspraak 6 contr adi ct

neem aan: G=(V,E) heeft max één knoop van graad 1
(en geen knopen van graad 0)

Laat 3 som van de graden van G, dan geldt
(1) ten minste 3 O1 + 2(|lvl-D

(2) stelling 3 = 2|E]|
(3) voor bomen |E| = |V|-1
21El = 301 + 2(|v]|-1) = 1+2|E| tegenspraak

dus moeten er (ten minste) twee knopen van graad 1 zijn



karakterisatie

*definitie: een boom 1s een samenhangende
ongerichte graaf zonder cykels

*eijgenschap: T = (V,E) dan |[|E| = |V]|-1

Theorem 8.6 (Exercise 8.14)

G 1s een graaf met n knopen.

De volgende beweringen zijn equivalent:

A G is een boom (samenhangend, zonder cykels)
A G is zonder cykels, heeft n-1 takken

A G is samenhangend, heeft n-1 takken

boom, kies twee uit:
A G is zonder cykels
A G is samenhangend
A G heeft n-1 takken




nNi v o

diepte / hoogte
nivo level




Z1] T = (V,A) een boom en u een punt in T. Dan 1is T,
de deelboom van T bestaande uit u, al zijn
nakomelingen en alle pijlen tussen deze punten.




ch.10 binaire bomen

A

Tinks/rechts



arboretum

ongericht §8.8 tree graphs
§9.4 rooted trees
—0 ch.10 binary trees
o— -0

gericht geordend 1inks/rechts

X



classificatie

tree (graph)

rooted tree

ordered rooted tree

binary tree

boom (als graaf)
ongerichte boom

gewortelde boom
gerichte boom
(wortel naar bladeren)

geordend en gericht
(standaard)

binaire boom
1i1inks en rechts



trees

® (free) trees
(I) O= root 3 e
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rooted trees ,_%4 ‘k’ H
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binary trees
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bomen, bomen,
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bomen, bomen,

0 | thur 16
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code binaire zoek 4 ? heap

§10.8 Huffman §10.7 heap

§10.6 search trees



§10.3 mooie vormen

complete boom

2-boom (volle boom)
uitgebreide boom
intern / extern




§10.4 binaire boom: pointer structuur
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Knuth says:

a binary tree IS a
finite set of nodes

which is either empty
or consists of a root

and two disjoint

binary trees  (called
the left and the right
subtrees of the root).

recursion!



§10.9 eerste kind, rechter broer




knopen ordenen
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p.238 Polish notation
p.241 traversing binary trees
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volgorde A

Oeerst knoop, dan (subbomen



preorde

nummering A




omloopmethode: preorde

5
A A
A aa
A bb
Ad
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T _a

recursieve definitie

Tk

boom T

pre(T) = wortel(T),

deelbomen T, T5, €& T van wortel

pre(T1), pre(Ty),

e pre(Ty)

Oeerst knoop,

dan

( subbomen

\



M
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T>o

pre-ordening
pre(T) = wortel(T),
pre(T1), pre(Ty), ¢é pre(Ty)




5 A aa
A 1
A
bb
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Oeerst (subbomen van) Kkinder



A aa
A 1
A'i'i
A b
A A
A B
A cc
A dd
: : A ee
A C
A D
5




symmetrische ordening

bij binaire bomen

omloopmethode

symm(T)

symm(T»), wortel(T), symm(T,)




(D (3)
preorde postorde
WLR LRW
(2)

symmetrisch
LWR



expressies

intern: operatoren
bladeren: waardes

omloopmethode

infix, volledig gehaakt
(2%3)+((5%7)+(9%11))

prefix Polish notation
+ * 23+ *57*911

postfix
2 3 *57 %911 * + +

zonder haakjes!
oariteito L



expressies

unair

omloopmethode

infix, waar nodig gehaakt

CiA—=(G v C3)

prefix Polish notation

A G = Vv G Gs

postfix
C1G GV — A



recursieve functies bij bomen

basis
bl ad 0x20 f (bl ad) = getal $w
recursie
knoop 0@ f(knoop) = f(link
5
2
+ —_—
: 6 -41 16
+ — +
5
1 5 ks 2 4
10 [5 1 2
2213




evaluatie

5

postorde evaluatie



recursieve functies bij bomen

basis
blad f(blad) =0
recursie
knoop f(knoop) = l+max{f(links),f(rechts)}

4
3 2
+ —_—
1 2 1 >
+ - +
7 0
1) (o — O — (4
0 0 0|~ 0 0
oMo




spel-evaluaties

basis
blad al of niet gewonnen (bij beurt)
recursie
knoop winnend : 3 niet-winnend kind
( verloren: ¥V kind winnend )

boom niet expliciet
te veel knopen:
boom knotten +
evaluatie-functie

algoritmiek, kunstmatige intelligentie



zwart winst
rood verlies (6)
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