
(de tijden veranderen !)  

http://www.delalb.ec.europa.eu/en/about_the_eu/eu_symbols/map_of_the_european_union  
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buren in Europa (2003)  



flowchart  



 ôDigital Systems Iõ state chart 

Present  
State   Next   Output  
  Z   X=0  X=1  
  A    B    C    0  
  B    D    E    0  
  C    D    G    0  
  D    H    J    0  
  E    H    L    0  
  G    P    H    0  
  H    A    A    0  
  J    A    R    0  
  L    R    A    0  
  P    R    R    0  
  R    B    C    1  

http://venus.ece.ndsu.nodak.edu/ece/academics/courses/ece275/f2001/assign/  



 ôalgoritmiekõ state chart 
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Farmer Goes to Market maze. By Robert Abbott. http://www.maa.org  



grafen  

ongericht  
Ch.8 Graph Theory  

gericht  
Ch.9 Directed Graphs  
 
Ch.10 Binary Trees  



8 Grafen  



graaf  G bestaat uit twee (eindige) verzamelingen  
Å V = V(G) knopen  ( punten; vertices , nodes , points )  
Å E = E(G) lijnen  ( takken,kanten; edges  )  

p 

r  

t  

s  q 

p 

r  

t  

s  q 

G(V,E)  
V = {p,q,r,s,t}  

E = { {p,r},  
      {p,t},  
      {p,s},  
      {q,s},  
      {q,t},  
      {r,t}  }  

§8.2 grafen en multigrafen  

lijn ~ ongeordend tweetal (verschillende) knopen  

e = {u,v}  

eindige  graaf  



Petersen - graaf  

steeds dezelfde  graaf, anders weergegeven  



graad  van punt v : aantal incidenties        deg(v)   

geïsoleerd punt  

G = (V,E)  
e = {u,v}  
e verbindt u en v 
uiteinde  
buur    ( adjacent )  
incidentie (punt&lijn)  

p 

r  

t  

s  

q 

p 

r  

t  

s  

q 

begrippen  

deg(v)=0  
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oefenen é  



Theorem 8.1  

In een graaf G = (V,E)  geldt  

×vÍV deg(v) = 2|E| .  

Het aantal punten met oneven graad is even.  

handshaking lemma  

De som der graden is twee keer het aantal lijnen.  

Gevolg  

Leonhard Euler (1736)  



G = (V,E)  met V =  {v 1,v 2,...,v n} .  

burenmatrix  verbindingsmatrix   

nxn- matrix A = (a ij )  

         

         aij  = 
 

1  als v i  en v j  verbonden zijn  

0  in de overige gevallen  

adjacency matrix  
symmetrisch  
nullen op diagonaal  

p 

r  

t  

s  

q 

4 1 

5 

3 

2 

p,q,r,s,t  

0 0 1 1 1  
0 0 0 1 1  
1 0 0 0 1  
1 1 0 0 0  
1 1 1 0 0  

van  

naar  

p 
q 
r  
s  
t  

 §8.11 adjacencymatrix  

ordening!  



ôaangrenzendheidsmatrixõ 

redt wikipedia!  

De bogen matrix , verbindingsmatrix  of 
aangrenzendheidsmatrix  is een matrix 
die hoort bij een gegeven graaf.  

maar é 

Een graaf  bestaat uit een verzameling 
punten, knopen genoemd, waarvan 
sommige verbonden zijn door lijnen , 
de zijden , kanten  of takken  



p 

r  

t  

s  q 

p 

r  

t  

s  q 

gelijke grafen  



p 

r  

t  

s  q 

isomorfe grafen  

1 

3 

5 

4 2 



p 

r  

t  

s  

q 

1 2 3 4 5 

Võ = {1,2,3,4,5} 
Eõ = { {i,j} | jÓi+2 }  

V = {p,q,r,s,t}  
E = {pr,ps,pt,qs,rt }  

§8.3 isomorfie  

pª1 qª2 rª3 sª4 t ª5 



p 

r  

t  

s  

q 

1 2 3 4 5 

pª1 qª2 rª3 sª4 t ª5 

§8.3 isomorfie  

1 

3 

5 

4 

2 



p 

r  

t  

s  

q 

1 2 3 4 5 

Võ = {1,2,3,4,5} 
Eõ = { {i,j} | jÓi+2 }  

V = {p,q,r,s,t}  
E = {pr,ps,pt,qs,rt }  

§8.3 isomorfie  

formeel: een isomorfisme  tussen (V,E)  en (Võ,Eõ) 
is een bijectie f: V ­ Võ 
met de eigenschap  
{p,q} Í E desdals {f(p),f(q)} Í Eõ  



2 

5 
4 

1 

3 

b 

e 
d 

a 

c 

isomorfie  

eigenschappen die bewaard blijven  
Å aantallen knopen en lijnen  
Å aantallen knopen van bepaalde graad  
Å paden van bepaalde lengte  



?? grafen  



?? grafen  

het is niet helemaal duidelijk of grafen  
zonder ônamenõ van de knopen gelijk zijn of 
isomorf: we kiezen voor isomorf (zie Schaum 
Fig. 8 - 6)  

het begrip homeomorf  dat Schaum 
introduceert zullen we niet behandelen  
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deelgraaf  

BE 

NL 

FR 

IT  

DE 

Võ Ì V,  Eõ Ì E 

Gõ(Võ,Eõ) G(V,E)  
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geïnduceerde deelgraaf  

Võ Ì V,   
Eõ = { {u,v} Í E | u,v Í Võ }  

Gõ(Võ,Eõ) G(V,E)  



geïnduceerde deelgraaf  

Võ Ì V,   
Eõ = { {u,v} Í E | u,v Í Võ }  

Gõ(Võ,Eõ) G(V,E)  

een geïnduceerde deelgraaf wordt bepaald 
door de gekozen knopen: alle lijnen tussen 
die knopen uit de oorspronkelijke graaf 
doen mee.  
bij een (algemene) deelgraaf kunnen minder 
lijnen gekozen worden dan die bepaald door 
de knopen.  



Kaliningrad  

http://maps.google.com/maps?ll=54.716667,20.516667&spn=0.1,0.1&t=h  



Kaliningrad  



1 

2 3 

4 

0 2 1 0  
2 0 1 2  
1 1 0 1  
0 2 1 0  

multigraaf  
Å meervoudige lijn  
Å lus    loop  

M = (m ij )  

Koningsbergen  



0 2 1 0  
2 1 1 2  
1 1 0 1  
0 2 1 0  

multigraaf  
Å meervoudige lijn  
Å lus     loop  

M = (m ij )  

Koningsbergen  

1 

2 
3 

4 

waarom is de definitie 
van een graaf ongeschikt 

voor deze begrippen ?  

graaf  G bestaat uit twee verzamelingen  
Å V = V(G) knopen  
Å E = E(G) lijnen   
lijn is een ongeordend tweetal knopen  

e = {u,v}  



p 

r  

t  

s 

q 

p­t ­r­t ­q 
p         
r­t ­p­s­q­t ­r  

pad    v0,e 1,v 1,e 2,é ,en,v n 
  
           ei = {v i - 1,v i }  
 
lengte   n 

van v0 naar  vn   
      ( tussen, verbindt)  

begin -  eindpunt  
gesloten  pad  v0 = v n 

§8.4 paden  

( v0, v1, é ,vn)  

v0­v1­é­vn 

v0v1 é vn  



p 

r  

t  

s  

q 

pad   v0,e 1,v 1,e 2,é ,en,v n 
  
           ei = {v i - 1,v i }  
 

simpel pad  verschillende v i  
cykel      nÓ3   & 
           gesloten   &  
           verschillende v i , behalve  v0 = v n 

paden  

Theorem 8.2  

Als er een pad is van u naar v dan is er ook een 
simpel  pad van u naar v.  



simpel pad  verschillende v i  
cykel      nÓ3   & 
           gesloten   &  
           verschillende v i , behalve  v0 = v n 

paden  

de eis nÓ3 voor cykel  is om te vermijden dat een 
enkele lijn die heen en weer doorlopen wordt ook als 
cykel  geldt;  
 
makkelijker zou het zijn om te eisen dat in een cykel  
alle lijnen verschillen, é 
 
(hoewel dat voor multigrafen  misschien ongewenst is)  
 
é dat begrip heet in Schaum een trail     



samenhangend  : tussen elk tweetal punten 
bestaat een pad.  

component  
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samenhang  

ôer bestaat een padõ 
equivalentie relatie  
Å reflexief  
Å symmetrisch  
Å transitief  

connected  



afstand  : lengte van een kortste pad tussen u en v 
      d(u,v)   
tussen verschillende componenten wordt de afstand op 
oneindig gesteld.  

driehoeksongelijkheid  

d(u,v) Ò d(u,x) + d(x,v)  voor elk drietal u, v en x 

u 

x 

v 

afstand  

diameter  diam(G)   maximale afstand  
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d(ES,DK) = 3  
d(BE,AT) = 2  
d(GB,GB) = 0  
d(GR,FI) = ¤ 
 
diam(G NL) = 4  

afstanden  

GNL 



Theorem 8.3  

Een samenhangende graaf heeft een Euler trail 
desdals elk punt even graad heeft.  

Een Euler trail  is een gesloten wandeling die elke 
lijn precies ®®n keer bevat.          ôtraversableõ 

§8.5 rondwandeling  

trail  ôall edges distinctõ 

ʯ zeven bruggenprobleem van Köningsbergen  

http://en.wikipedia.org/wiki/Seven_Bridges_of_K%C3%B6nigsberg  



Icosian Game  

http://puzzlemuseum.com/month/picm02/200207icosian.htm  


