
3 Functies 

 Ch.3 ‘Functions 
and Algorithms’ 



d  Td  d   { 28.8.01, … 30.9.02 } 

        Td  ℝ 

temperatuur 



1 
10 
11 
100 
101 
110 
111 

1000 

0102010301020104010201030102010501020103… 

1001 
1010 
1011 
1100 
1101 
1110 
1111 

10000 
  0  0, 1  1, 2  0, 3  2, 
  4  0, 5  1, 6  0, 7  3, 
  8  0, 9  1, 10 0, …   

oneindige reeks 

n  tail(n) 



Een functie van A naar B is een voorschrift dat aan 
ieder element van A één element van B toevoegt. 

f: A  B 
f(x) = y 
  x  y  
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0,1,0,2,0,1,0,
3,0,1,0,2,0,1,
0,4, …  

informeel 



functie f: A  B. de grafiek van f is verzameling 
{ (x,f(x) ) | x  A } in A x B.  

informeel ‘voorschrift’  
⇨ formeel ‘relatie’ 

grafiek van een functie 

functies zijn gelijk als hun grafieken 
gelijk zijn, dwz. hun ‘uitkomsten’ 
 
f = g     f(a)=g(a) voor alle a  A 

f(x) = 2(x+1)   vs.   g(x) = 2x+2 

relatie  
binaire relatie 

 functie 



relatie R  A  B heet een functie van A naar B als 
voor iedere x  A er precies één paar xRy bestaat. 

A 

niet op geen functie 

x 

y 

f: A  B  y = f(x) 

functie als relatie 

totaal & functioneel 



functie f: A  B. f(x) = f(y) voor alle x,y  A 

a s d f g 
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constante functie 



functie f: A  A met f(x) = x voor alle x  A  
identieke functie, identiteit op A.   notatie 1A idA 

1 2 3 4 5 

1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 0 1 
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f:AB 

A B 

domein 

origineel 

beeld 
image 

x 
f(x) 

bereik 
range 

f(A) 

f 

codomein 



origineel & beeld 

bereik 
origineel ⇨ beeld 

 element 
 verzameling 

f: A  B 

A B 

V 

f(A) 



origineel & beeld 

beeld  V  A 
 
{ y  B | y = f(x) voor zekere x  V } 
 
f(V)   = { f(x) | x  V }  

f: A  B 

V  A 
 

f(v)  B 
 

beeld 

A B 

V f(V) 



origineel & beeld 

origineel W  B 
 
{ x  A | f(x) = y voor zekere y  W } 
 
f-1(W) = { x  A | f(x)  W }  

f: A  B 

W  B 
 

f-1(W)  A 
 

volledig 
origineel 

A B 

W 
f-1(W) 



V  A 
 

f(v)  B 
 

beeld 

W  B 
 

f-1(W)  A 
 

volledig 
origineel 

A B 

V f(V) 

A B 

W 
f-1(W) 



A B 

V f(V) 

V  A 
 

V ? f-1(f(v)) 

A B 

W 

W  B 
 

f(f-1(W)) ? W 
 
  

f-1(W) 

f-1(f(v)) 

* 



A B 

V f(V) 

V  A 
 

V  f-1(f(v)) 

A B 

W 

W  B 
 

f(f-1(W))  W 
 

f(f-1(W))=Wf(A) 
f-1(W) 

f-1(f(v)) 

* 



Een functie f: A  B heet surjectief (of 'op') als 
f(A) = B, met andere woorden, als er voor iedere  
y  B een origineel x  A bestaat. 
 
Een functie f: A  B heet injectief (of een-
eenduidig of een-op-een) als voor alle x,y  A geldt 
dat uit f(x) = f(y) volgt dat x = y. 

B 

niet op 
niet surjectief 

niet 1-1 
niet injectief 

§3.3 1-1 & op 



f:ℝ  ℝ 

f(x) = x2 

x 

y 

surjectief 

injectief 

voorbeeld 



A B 

V f(V) 
V  A 
 

V  f-1(f(v)) 

A B 

W 

W  B 
 

f(f-1(W)) = W 

f-1(W) 

f-1(f(v)) 

f surjectief ‘op’ 

* 



A B 

V f(V) 

V  A 
 

V = f-1(f(v)) 

A B 

W 

W  B 
 

f(f-1(W))  W 

f-1(W) 

f-1(f(v)) 

f injectief ‘1-1’ 

* 



Een functie f: A  B heet bijectief als f zowel 
surjectief als injectief is. 

f:ℝ  ℝ   x 
f:ℝ  ℝ+ √ 

V  A,  W  B 
V = f-1(f(V))  
W = f(f-1(W)) 

bijectie 



bijectie tussen ℝ en ℝ+ 
bijectie tussen 0,1 en ℝ 

voorbeeld 



R  A  B  
R-1  B  A inverse relatie  
     bR-1a desdals aRb. 

R-1 = { (y,x) | (x,y)  R } 
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bekend: inverse relatie 



f functie    f-1 functie !?  

f:ℝ  ℝ+   f-1:ℝ+  ℝ 
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inverse functie 

Theorem 3.1 

De inverse functie van f: A  B bestaat desdals 
f een bijectie is (1-1 en op) 

dwz. als functie 



f: A  B en g: B  C functies.  
De samenstelling van f en g,  
genoteerd gf ( ‘g na f’ ) van A naar C is 
gedefinieerd door (gf)(x) = g(f(x)) voor alle x  A 

den haag 
2534 

2530 

stnr pc woonplts 

f g 

samenstelling 

volgorde ! 



Samenstellen van functies is associatief:  
als f: A  B, g: B  C en h: C  D functies zijn, 
dan (hg)f = h(gf). 

haakjes niet nodig 

f g 

A 
B 

C D 
h 

x RS y     y = gf (x) 



laat f: A  B, g: B  C functies zijn 
als f en g surjectief ‘op’ zijn, dan ook gf.  
als f en g injectief ‘1-1’ zijn, dan ook gf. 

samenstelling 

f g 

A 
B 

C 

Problem 3.9 



Definitie 7.8 

a:ℕ  A    a:ℕ+  A  

 
a(0), a(1), a(2), …  
a0, a1, a2, …  
 
{ an | n  ℕ } 

( an )n  ℕ  

§3.5 rijen 

indices 

0,1,0,2,0,1,0,3,0,1,0,2,0,1,0,4, …  

eindige rij (n-tupel) 

a0, a1, a2, …, an 
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a0 = a 
an = an-1 + v   (n1) 

rij, termen, verschil v 
an = a + nv 

1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, …   
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 Sn =   1 +   2 + … n-1 +   n 
 Sn =   n + n-1 + …   2 +   1 
2Sn = n+1 + n+1 + … n+1 + n+1 = n(n+1) 

reeks: 

rekenkundige rijen & reeksen 



rijen & reeksen 

rij: opeenvolgende termen 
rekenkundig: verschil termen constant 
             1,2,3,4,5, … 
meetkundig: verhouding constant   
             1,2,4,8,16, … 
reeks: opeenvolgende sommen van rij-elementen 
 
1,2,3,4,5, …  ->   1,3,6,10,15, … 
1,2,4,8,16, … ->   1,3,7,15,31, … 
 
formule voor rekenkundige reeks: 
‘gemiddelde term maal aantal termen’, waarbij  
‘gemiddelde’ natuurlijk (eerste + laatste) / 2 



a0 = a 
an = ran-1    (n1) 

rij, termen, reden rℝ 

an = ar
n 

1, 0.5, 0.25, 0.125, …    
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    rSn =  
    r1 + r2 +        … rn + rn+1 

     Sn = r
0 + r1 +      … rn-1 + rn 

(r-1)Sn = r
n+1 - r0  

reeks: 

meetkundige rijen & reeksen 



1, 1, 2, 4, 
9, 20, 48, 
115, 286, 
719, 1842, 
4766, 12486, 
32973,  
87811, 
235381, 
634847, 
1721159, 
4688676, 
12826228, 
35221832, 
97055181, 
268282855, 
743724984, 
2067174645, 
5759636510, 
16083734329, 
45007066269, 
126186554308, 
354426847597,  

http://www.research.att.com/ 
~njas/sequences/     Sloane 
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Handbook of Integer Sequences 



                           f  A  B 
functie  (xA)[  
    (yB)( xfy )   
    (yB)(zB)(yz  xfy  xfz)  
                ] 
 
op  (yB)(xA)( y=f(x) ) 
    (y)B(x)A( xfy )  
 
1-1 (xA)(yA)( f(x)=f(y)  x=y ) 
    (x)A(y)A( f(x)=f(y)  x=y ) 
 
    (x)A(y)A( xy  f(x)=f(y) ) 
 
 ?  (y)B(x)A( y=f(x) ) 
 
 ?  (y)B(x)A( yf(x) )  

formules 

 ‘voor alle …’ 
 ‘er is …’ 



§3.4 rekenen met resten 

elders 

 



§3.6 recursief gedefinieerde functies 

ook 
elders 

recursively defined: 
definition refers to itself 
 
1.  base values 
2.  argument closer to a base value 



faculteiten 

n! 

n 

    0! = 1 
(n+1)! = (n+1)n! 

recursief 

120 
2
4 

6 2 1 
5 4 2 3 1 

1 
0 

5 4 3 2 1 

‘factorial’ 

1,1,2,6,24,120,720,5040,40320,362880,3628800,39916800,…  

Sloane A000142 



faculteiten 

    0! = 1 
(n+1)! = (n+1)n! 

5! = 5.4! 
       4! = 4.3! 
              3! = 3.2! 
                     2! = 2.1! 
                            1! = 1.0! 
                                   0! = 1 
                            1! = 1.1 = 1 
                     2! = 2.1 = 2 
              3! = 3.2 = 6 
       4! = 4.6 = 24 
5! = 5.24 = 120 



F0 = 0    F1 = 1 
Fn+1 = Fn+Fn-1  (n1) 
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f(x) = 
  x - 10       als x > 100 
  f( f(x+11) ) als x  100 

f(76) =  
f( f(87) ) = 
f( f( f(98) ) ) =  
f( f( f( f(109) ) ) ) = 
f( f( f(99) ) ) = 
f( f( f( f(110) ) ) ) = 
f( f( f(100) ) ) = 
f( f( f( f(111) ) ) ) = 
f( f( f(101) ) ) = 
f( f(91) ) = 
f( f( f(102) ) ) = 
f( f(92) ) = 
   … …   
f( f(101) ) = 
f( 91 ) = 
f( f(102) ) = 
f(92) = 
   … …   
f(101) = 91 

in termen van zichzelf 
niet inductief (?) … 
 
‘dichter bij basis geval?’  

recursieve definitie 

McCarthy 91 function A103847 



§3.7 cardinalities 

elders 

 

oneindige verzamelingen ? 
‘meer/evenveel elementen’  ℝ, ℚ, ℤ, ℕ 



end... 


