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De grote drie: de overeenkomsten en verschillen in de verkiezingsprogramma's
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verzameling




§1.2 definitie (?)

“Een verzameling 1s het resultaat van het samennemen
tot één geheel van een aantal onderscheidbare
objecten.”

. set may be viewed as a collection of objects ..

volgorde, duplicaten

,2,4,6 } extensional
2,4, .}

A A
o O

{ X | x 1s even } intensional
{ x| Px) } elgenschap P

element van XxXeA XxgA
gelijkheid A=B XeA desdals xeB



§1.2 definitie

in een verzameling i1s de volgorde of de
aanwezigheid van duplicaten niet van belang, de

verzameling wordt bepaald door zijn elementen
{1,2} = {2,1} = {1,2,1}

een verzameling wordt gegeven door de elementen
expliciet te noemen (met behulp van puntjes .. als
het moet) of door een eigenschap van de elementen
te geven

{ x| PxX) } "“de verzameling van alle elementen X
waarvoor geldt dat ..”

de Tege verzameling heeft geen elementen



§1.3 begrippen

universum U universal set
lege verzameling O empty set

deelverzameling AcB echt AcB (D)
inclusie, bevat 1n

13+ c {1,3,5,7,9,11,13,15 }
1 ¢ {1,3,5,7.9,11,13,15 }

[ARRLUIS
A=B desdals AcB en BcA




getalsverzamelingen

N natuurlijke getallen N*
{0,1,2,3, ..}

Z gehele getallen integers
{. ,-3,-2,-1,0,1,2,3, ..}
Q rationale getallen rationals

{ p/a | peZ, qeN* }
maar: 2/3 = 4/6

R reéle getallen reals
V3, &, e, ..



in dit college

-1s nul een natuurlijk getal
-noteren we deelverzameling
met C

daar denkt niet i1edereen
hetzelfde over



(1) A c A
(11) als A
(111) als A

B en B
B en B

Q
>

M
N D

N 1N
N 1N
N >
oo
Q

5

> >




Theorem 1.1

Theorem 1.1
(1) A cC A

(ii) als Ac B en B c A dan A = B
(1711) als Ac B en B c Cdan A c C
(1) X < X
(11) als x <y eny < x dan x =y
(111) als x <y eny <z dan x < z
reflexief
partiéle ordening anti-symmetrisch

transitief



partiéle ordening

de eigenschappen in Thm 1.1
komen zo vaak voor dat ze een
naam gekregen hebben:
reflexief, anti-symmetrisch en
transitief. samen heet zo’n
relatie dan een partiéle
ordening

“partiéel” omdat niet elk
tweetal objecten geordend hoeft
te worden: er geldt niet voor
elke tee verzamelingen A en B
dat A< B of B < A .
toevallig geldt dat wel voor
kleiner-gelijk: voor elke twee
getallen x en y geldt x < y of
y < x (of allebei)



§1.3 Venn diagram

U universum U




vVenn diagram
A B

disjunct
disjoint
B deelverzameling
A
subset
algemeen

(vier! gebieden)



in het algemeen bestaat een
Venn-diagram van twee
verzamelingen uit vier
gebieden: al deze gebieden
kunnen elementen bevatten.

als we 1ets concreets weten
van de verzamelingen kunnen
we het diagram anders
weergeven als daar
aanleiding toe 1is: disjuncte
verzamelingen of
deelverzameling



%)



(Hull 1834 - Cambridge 1923)

On the Diagrammatic and Mechanical
Representation of Propositions and Reasonings.
bublin pPhilosophical Magazine and

Journal of Science 9, 1-18, 1880.

http://en.wikipedia.org/wiki/John_venn


http://en.wikipedia.org/wiki/John_Venn

vVenn diagram







doorsnede

A B doorsnede ‘door’

AB = { X | xeA A xeB }
‘en,

cap
1Ntersection

disjunct AnB = J



equivalent zijn:
(1) A c B
(11) A N B
(111) A U B

A
B




equivalent zijn:
(1) A c B
(11) A N B
(111) A U B

A
B

equivalent zijn:
(1) A <B

(11) A min B
(111) A max B

A
B

15.5 Boolean Algebras as Lattices



complement

N U complement

universum U

A = { xeU | xgA }
‘hiet’

verschil A-B A\B A~B

A-B =
{ X | xXeA A x¢B }

difference
relative complement



(symmetrisch) verschil

symmetrisch verschil
A®B = (A-B) U (B-A)

xor



u=491, 2

A={2, 3}
B={1, 3, 5}

B =4{2, 4}

AUBC = { 2, 3, 4 }
(AUB9)c = { 1, 5} = B-A

algemeen mbv. Venn diagrammen
(arceren)



equivalent zijn:
(i) AcB
(ii1) AN B = A
(iii) A U B = B
maar ook:

(1v) B¢ c AC
(v A NBS =@
(vi) AS U B =U




hoeveel kubusjes?

3x16 - 3x4 + 1

“principe van inclusie en exclusie”



§1.6 tellen 1n eindige verzamelingen

aantal elementen
n(A) #(A) |A| card(A)

Corollary 1.10

Voor eindige verzamelingen A, B en C geldt
n(A uBuC =nCA) + n(B) + n(C)
-n(A N B) -n(A nC) -n(B n Q)
+n(A " B n Q).

‘gevolg’




|




tellen

hoeveel mensen lezen géén blad?



Vew

tellen (oplossing met 1nclusie en exclusie)

= : 120
\ 8 aantal lezers:
: F+N+T — F&N-F&T-N&T + F&T&N =
42+56+45 -25-15-20 +8 = 91

=77 leest geen blad = 120-91 = 29




What's Cool About Me

1999 Thomas ). Leonard, thomasiwthomasleonard.com
http:/A»wwawthomasleonard.com

Innovation
Creativity Intelligence

Language Comprehensiof

Perceptiveness

| wrote this Venn to illustrate how a person could identify
what's most important to them and then to discover what
happens because of these 3 things -- that's what the
overlapping area indicate.

Created using the online Creafe-A-Venn sysfem at www,venndiagram.com




Een al/fabet is een eindige, niet-lege, verzameling

letters.

Z={a,b,C}

B={0,11}
cC=4{a,b6,B,r,a,e,x,3,n,N,K, N, .. 3,10,9 }
P={1f, else, while, do, ..}

V { .

, appel, koek, e1 , .. }



> alfabet.

Een string/woord (over ) 1s een eindig geordend
rijtje letters uit =.

ab, abca, abcbabcba
o, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, ..

NpuKIl4YeHnsa, ACTepukca
“de appel valt niet ver”

s, lege string A\, lengte |x|

|abcbac| = 6 IN| = 0 aPb3 = aaaaaabbb
B = { A, O, 1, 00, 01, 10, 11, 100, 101, ..



Een taal/ (over =) 1s een verzameling strings over =

s alle strings

PAL = { A, aa, bb, abba, baab, abaaba, ..}

BIN = { 0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, .. }

K = { a, aa, ba, aaa, aba, baa, bba, aaaa, aaba, ..
{ xe{a,b}* | x eindigt op een a }

—
I

{ N, aa, ab, ba, bb, aaaa, aaab, aaba, aabb, ..
= { xe{a,b}* | x heeft even lengte }

P(=") talen over =

}



taal: Boolese operaties

Een taal/ (over %) 1s een verzameling strings over >

K = { a, aa, ba, aaa, aba, baa, bba, aaaa, aaba, .. }

{ xe{a,b}* | x eindigt op een a }

L = { A, aa, ab, ba, bb, aaaa, aaab, aaba, aabb, .. }
= { xe{a,b}* | x heeft even lengte }

P(=") talen over = )
vereniging, doorsnede, complement (tov. =)

KNL = { aa, ba, aaaa, aaba, abaa, abba, baaa, .. }
K-L = { a, aaa, aba, baa, bba, aaaaa, aaaba, .. }
L-K = { A, ab, bb, aaab, aabb, abab, abbb, baab, .. }
{fa,b} -(KuL) = { b, aab, abb, bab, bbb, aaaab, .. }



§1.7 machtsverzameling

PA) ={ x| xcA}

‘collectie’
alle deelverzamelingen Power(A)  2A
g e P(A) want J < A
A e P(A) want ..

({a,b,c}) =

{ @, {a}, {b}, {a,b},
{c}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c} 1}
P(D) =1 D}

voor een eindige verzameling A
n( P(A) ) = 2"W)




partities

A A={ A, Ay, ., A}
3
e A; = J voor alle 1
« Aj N Ay = D als 1#]
A e S =AU A U .LUA,
5
n
A,
1=1

‘subscript notatie’

LJ%1=LJ A={ x| X € Avoor een A € A }

AcA

zie: equivalentierelaties



partities: restklassen

restklassen modulo 7

0 = { . ,-14,-7.0, 7,14, .. }
I = {. .,-13.-6,1, 8,15, .. }
2 = { . .-12,-5.2. 9,16, .. }
3 = {. -11.-4,3,10,17, ..}
5 = {. , -8,-1,6,13,20, .. }

(eindige) partitie: 1nJ] = & als i#j



partities

mag ook oneindig

A —_ { Al, Az, }

A; = & voor alle 1
’A-iﬂAj=@a-|S'i¢j
S = A U AU .

o0

A.

‘subscript notatie’

LJ%1=LJ A={ x| X € Avoor een A € A }

AcA



§1.5 ‘algebraische’ eigenschappen

23+11+17+49 =
23+17 + 1149 =
40 + 20 = 60

voor alle x,y in R geldt
X+y = Y+X

Xy = y-X



‘algebraische’ eigenschappen

3-98 = 3-(100-2)
= 3-100+3-(-2)
= 300-6 = 294

voor alle x,y,z 1n R geldt
X-(y+z) = (xy)+(x-z)

X+(y-z) # (X+y)-(X+z2)

X=2 y=3 z=-4



(3ab) commutativiteit

3+ 8 =8 + 3
PAg=09gA2ADP
A UB=B uUA
X/y=Yy/X

De bewerking & op A heet commutatief als voor alle
x eny in Ageldt x & vy =y 8 X.

Theorem 1.5 (3ab)

Voor verzamelingen A en B geldt dat A n B =B n A
en AU B =B U A. De bewerkingen doorsnede en
vereniging zijn commutatief.




(3ab) commutativiteit

inderdaad, de bewering

X/ y=y/X
1s niet waar (dwz. niet voor alle x en y);
dit staat er alleen om studenten te
prikkelen

(op de volgende slide weer een onwaarheid over
delen, u bent gewaarschuwd..)



(2ab) associativiteit

3+ @ +2)=(03+38)+2 haakjes ~ bomen

pAr(@ar)=(>@(EArq aAr

Au (BucC=((AuUB) udc

x/ &y /2)=K/Yy)/z /g\ /g\
g Z

X 8
/N /N
vz x

De bewerking & op A heet associatief als voor alle
X, Yy en z in A geldt

X 8 (y 82) =28 vy 8 z.

Theorem 1.5 (2ab)
De bewerkingen doorsnede en vereniging zijn
associatief.




(2ab) associativiteit
X 8 (y 8 2) =28y 8z

meer algemeen:

g
/g\ { )
/\ /\ { %
1 / N\
/\ 3/8\
/\ 4 u
3 £

(18C(283)84))8(586) =
1828380428 0586))))



(2ab) associativiteit

X 8 (y 82)=x2%y 8z

SN 1)
1/\ /\ { %
/\ /N

3 /g\
4
f/ \§ ,/g\\
5 6

(18C(283)84))8(586) =
18283848 0(86))))

Zolang de argumenten
(onderaan) 1in
gelijke volgorde
staan 1s de waarde
van de twee
expressies gelijk
wanneer de operator
g associatief 1s.
Dat 1S een gevolg
van genoemde simpele
associativiteit met
twee operatoren, zie
(2ab) 1n de titel
van de slide.



®

(2ab) associativiteit
X 8 (y 8 2) =28y 8z

meer algemeen:

/

(1 8 ((283)84) ) 8 (586) =
1 8C ((283)84) 8 (586) ) =



23+(11+17)+9
23+(17+11)+9

(23417)+(11+9) =

40 + 20 = 60

*1nt[]
X =0y =5);

(cout << X) << Vy;

(3-4)+(5-7)

Associativity defines

-in the case that there are
several operators of the
same priority level-

which one must be evaluated
first, the rightmost one or
the Teftmost one.



priority operator description associativity
1 D scope Left
2 O[] -> . sizeof Left
3 ++ —- increment/decrement Right
~ 1-complement (bitwise)
! unary NOT
& * (de)reference (pointers)
(type) type casting
+ - unary less sign
4 * /% arithmetical operations Left
5 + - arithmetical operations Left
6 << >> bit shifting (bitwise) Left
7/ < <= > >= relational operators Left
8 == I= relational operators Left
9 & A | bitwise operators Left
10 && | | logic operators Left
11 7 conditional Right
12 = 4= -= *= [= %=
>>= <<= &= A= |= assignation Right

13 , comma, separator Left



vragen

bestaat een bewerking
e wel commutatief, niet associatief ?
e Niet commutatief, wel associatief ?

onderzoek eigenschappen:
e verschil, symmetrisch verschil ?
e minimum, maximum 7
aAb = max{a,b} aVb = min{a,b}
aA(bvc) = (aAb)Vv(aVvc)



e wel commutatief, niet associatief ?

a &b = (a+b)/2 gemiddelde
8 &0 & 4

e Niet commutatief, wel associatief ?

[1]1J El} =El] matrixvermenigvuldiging
0) 10

0 zie vak Tineaire algebra
Hi
10) 01 1

aob-=0> ‘laatste’




(4ab) distributiviteit
Voor verzamelingen A, B en C geldt dat
AN (Bu Q) (AnB) u(An C en
AU (Bn Q) (AuB)n (Au Q.

>
D)
~
o
g, -
@)
I
Il
~
>
D)
vy
NG
C
~
>
D)
@)
I



(10ab) De Morgan

AC¢ N B€

zie ook Theorem 1.11 (willekeurige vereniging)




(5ab & 6ab) 1dentity laws

>
>
Q
|
>
>
C
Q
I
c >

nulelement
eenelement

>

C

c
I

dubbel complement (A9)c = A
‘“7nvolution’
complementregels ANAC = J  AUAC = U
uc = gc = U

(lab) 1dempotent laws

gelijkmachtig ANA = A  AUA = A



de 11jst met axioma’s van de
verzamelingenalgebra i1s niet
vaststaand: er zijn
verschillende keuzes
mogelijk.

bij D1Te wordt nog absorptie
gegeven (dat zullen we hier
afleiden uit de andere
axioma’s)

je kunt ook 7dempotentie
weglaten bv, dat volgt uit
overige axioma’s



absorptiewetten:
AN (AuB)=A en Au (AN B) =

gevonden: Problem 15.5 Dite vs. Schaum
AN (AuUB) = - (identity)
(AU @) n (Au B) = (distributive)
AU (D nB) = (commutative)*
Au (BN Q) = (1'dent1'ty)
AU = (1dentity)
A

* moet strikt genomen omgedraaid worden omdat
identiteitsregels maar in één variant opgenomen zijn



teveel .. (?)

idempotentie:
ANA=A en A UA=A

wikipedia: algebra of sets

AN A= (nul)
(AN A vUO-= (complement)
(AnA) v (An A9 = (distributief*)
AN (AU AS) = (complement)
A N U = (één)
A

*van achter naar voor!



dualiteit

associativiteit
(ANB)NC = An(BNC) (AuB)UC = AU(BUC)
distributiviteit
AN(BUC) = (AnB)U(ANC) AU (BNC)
absorptie
AN(AUB) = A AU(ANB) = A
idempotentie
ANA = A = AUA
De Morgan
(AUB)C = ACNBC (ANB)¢ = ACUBC
nulelement
AN = I AU = A
éénelement
AU = A AuU = U
dubbel complement
(A)c = A
complementregels
ANAC = I AUAC = U

(AuB) N (AULC)



dualiteit

associativiteit
(ANB)NC = An(BNC) (AuB)UC = AU(BUC)
distributiviteit
ANC) AU (BNC)
absorptie
= A AU(ANB) = A
idempotentie
NA = A = AUA
De Morgan
C~BC (ANB)¢ = ACUBC
nulelement
= AUD
éénelement
AU = A AuU = U
dubbel complement
(A)c = A
complementregels
ANAC = I AUAC = U

(AuB) N (AULC)

A



dualiteit

duaal ¢* van verzamelings expressie ¢
vervang zowel n en U als @ en U 1n elkaar

stelling: als ¢=y dan ook ¢*=yP*

want ook elke regel heeft duaal

AN (AuUB) =A Au (AnB) =A
AN (AuUB) = Au (AN B) =

(Au ) n (A uUB) = (An ) u (AnB) =
Au (D n B) = AN (DU B) =
Au (Bn @) = AN (Bud) =

A v @ = AN D =

A A



dualiteit

vliak < hoekpunt




gelijkheden aantonen

e directe redeneringen
e algebraische wetten
e Venn diagrammen

« waarheidstafels

bij het vak Logica leren we onderscheid maken tussen
deze methodes [voor beweringen ipv. verzamelingen]:
geven ze altijd hetzelfde resultaat?

consistentie & volledigheid



relatie met DITE
Basic |dentities of Boolean Algebra

Let X be a boolean variable and 0,1 constants

1. X+0=X --Zero Axiom
2. X+*1 =X --Unit Axiom

3. X+1 =1 --UnitProperty
4. X+*0 =0 --Zero Property
5. X+ X=X --ldempotence
6. X+ X =X --ldempotence
7. X+X =1 --Complement
8. XX =0 --Complement

9. (X)) =X -- [nvolution

Fall 2006 Digital Technique by Todor Stefanov, Leiden University



commutativiteit

ANB = BMA

AUB = BUA
associativiteit
(AnB)NC = AN(BNC)
(AuB)UC = AuU(BUC)
distributiviteit
AN(BUC) = (AnB)uU(ANC)
AU(BNC) = (AuB)N(AUC)
1dempotentie

ANA = A = AUA

De Morgan

(AUB)C = A‘NBC

(AnB)¢ = ACUBC
nhulelement
AN = I
eénelement
AU = A AU = U
dubbel complement
(AC)c = A
complementregels
ANAC = O AUAC = U

AU = A

commutative 10,11
XY =YX

X+Y = Y+X

associative 12,13
(X:Y):-Z = X-(Y-2)

(X+Y)+Z = X+(Y+2)
distributive 14,15
X-(Y+Z2) = (X-Y)+(X-2)
X+(Y-Z2) = (X+Y) (X+2)
1dempotence 5,6
XX = X = X+X

DemMorgan’s Theorem 16,17
(X+B)’ = X’ .Y

(X:B)’ = X’+Y’

zero 1,4
X-0 =20 X+0 = X

unit 2,3
X-1 =A X+1
involution 9
(X))’ =X

comp lement 7,8
XX’ =0 X+X’ =1

Il
=
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Karnaugh-map
Venn-diagram
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Karnaugh-map
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Karnaugh-map
Venn-diagram




vakantiefoto’s




Boolese algebra

operaties n u ¢©

commutativiteit e
(AnB) = (BMA)

(AUB) = (BUA)
distributiviteit e
AN(BUC) = (AnB)uU(ANC)
AU(BNC) = (AuB)N(AUC)
éénelement

AU = A AuU = U
complementregels e
ANAC = AUAC = U

verzamelingen, schakelalgebra, delers(kgv,ggd)

constanten U 9

commutativiteit e
associativiteit
(ANB)NC = An(BNC)
(AUB)UC = AU(BUQ)
distributiviteit e
complementregels e

absorptie
AN(AUB) = A
AU(ANB) = A

hieruit volgen alle andere regels,
inclusief DeMorgan, Schaum Theorem 15.4 1!






