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assembly

development of algorthmac ideas

for next-generation sequencing cn be
traced back 300 years to the Prussan city of
Kamysbery (present-day Kaliningrad, Rassia),
wherz seven brdges joined the four parts of ée
aty located on opposing banks of the Pregel
River and two niver idands (Fig. 1a). At the
time, Xonigsberg's resdents enjoyed strolling
throagh ther cty, and they wondered f every
pact of the city could be visited by walking
across each of the seven bridges exactly once
and returning o ones starting location.
The solution came in 1735, when the great
mathematxian Leonhard Fuler' made a
conceptual beeakthrough that would solve
this Bridges of Kimigsberyg probler Euler’s
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A mathematical concept known as a de Bruijn graph turns the formidable challenge of assembling a contiguous
genome from billions of short sequencing reads into a tractable computational problem.
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first msight was to epresent cach indmass as
a poant (called 2 node) and each bridge as 2
line segment (called an odge) connecting the
appropriate two pommts. This creates a graph—a
network of nodes connected by edges (Fig. 1b).
By describing a proceduse for delermining
whether an arbitrary graph cootains 2 pah
that visits every edge exactly once and retumns
o where  started, Fuler not only resolved
the Bridges of Kamgsberg problem bet also
effiectively launched the eatim branch of
mathematics known today as graph theory’.
Simce Faler's origmal description, the use
of graph theory has turned out 1o have many
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which have greater scemtific importance
than the devdopment of walking itmeraries.
Speafically, Faler's 3eas were subsaguently
adapted by Dutch mathemmatican Nicolaas de
Brugn to find a cydic sequence of letters taken
from 2 given alphabet for which every possible
word of 3 certain lkength (k) appears as a string
of consecutive characters in the cydic sequence
exactly oncz (Box 1 and Fig. 2). Applicatic
of the de Brugn graph has also proven invalu-
ahle m the fisld of molecular balogy where
researchers are faced with the problem of
assembiing billions of short sequencing reads
mto a single genome. In the following artade,
we describe the problems faced when con-
structing 2 genome and how the de Brugn

graph approach can be applied 1o assemble
short-read sequences.
Problems with 2k ioa oy

TGCAATC) sequenced from 2 small arcular
genome, ATOGCCTCCA (Fig. 3a). Current
Bext-generation sequencimg methods produce
reads that vary m length, but the most popular
technalogy graerates - 100-mockatide reads. A
straghtiorward method for asembling reads
mto lomger comtiguous sequences—and the
one used for assemibling the human geaome™*
in 2001 as well as for all other projects based
on Sanger sequencing - uses 2 graph in which
cach read is represenied by 2 node and over-
lap between reads is represented by an arrow
(callied 2 ‘directed edge’) joming two reads. For
instance, two nodes repersenting reads may
be connected with a direcied odge if the mads

overkap by at lkeast five nudectides (Fig. 3b).
Visualizing an ant walkimg aloag the edges
of thas graph provides an 23d for understand.-
ing a broad class of aigerithms used to derive
imsights from graphs. In the case of genome
bly, the ant’s path traces a series of

To illustrate wh; graphs ame useful for

overlapping reads, and thus represents a can-
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Epecifically, if the ant fol-
WOCCT = GECOTGC —
FCAATG — CAATCGC —
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Nicolaas Govert "Dick" de Bruijn
(9 July 1918 - 17 February 2012)
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Automath Archive

Edmund Landau's book
'Grundlagen der
Analyses' 1s
entered...

From left to right:
(probably) Bram
Kornaat, Bert Jutting,
Ids zandleven,

Roel de vrijer, prof.
de Bruijn

The last theorem of

il
Wi

s » 1

21

The last theorem
('satz 301') of
Landau's book
explained by Bert
Jutting

The situation 1is
tensed,

something does not
appear to go well...
It appears to be
succesful after all.
Pressing the enter
button and.....

The print with the
proof of the last
theorem!


http://www.win.tue.nl/automath/images/photos/Landau_2.jpg
http://www.win.tue.nl/automath/images/photos/Landau_6.jpg
http://www.win.tue.nl/automath/images/photos/Landau_1.jpg

GRUNDLAGEN DER ANALYSIS

(DAS RECHNEN MIT GANZEN, RATIONALEN,
IRRATIONALEN, KOMPLEXEN ZAHLEN)

ERGANZUNG ZU DEN LEHRBUCHERN
DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG

VON

EDMUND LANDAU

PROFESSOR
AN DER UNIVERSITAT GOTTINGEN

¥

1930
AKADEMISCHE VERLAGSGESELLSCHAFT M.B.H.
LEIPZIG

Satz 225229, 99

erkennt man an den ausgerechneten Ausdriicken

(xy)3 = r(v3).
Satz 227 (distributives Gesetz):
ry+3) = ry+13
Beweis:
(=, 5]1(A,, H,)+|Z,, Z,)) = |5, 5,)(H,+Z,, H+Z,)

= [5,(H,+2)—-=5,(H,+2,), 2, (H,+2)+ 5,(H,+Z))
= (B, H+E,2)+(— (5, H)+(—(5,2)), (5, H+5,2)+ (=, H+E,Z)]
= (5. H,—-5H)+(5,2,~5,Z,), (S, H,+=2, 1)+ (%, Z,+ 5, Z,)]
= |5, H,—E5,H,, EH,+3,0)+(5,2,-52,, 5,Z,+5,2)]
= [5,, ."'.'.',] [Hn H,) +(En 50! [Zn Zl}

Satz 228: ry—3 = ry—rj

Bewels: r(y—3 = r(y+(—3) = ry+x(—3) = Y+ (—x3)

= Iy —1j
Satz 229: Die Gleichung
YU == ),
wo r, v gegeben sind wund
VyFEn

ist, hat genau eine Lisung u.

Beweis: 1) Es gibt hchstens eine Lijsung; denn aus

yu, = r = yuy,
folgt
n = yu,—yu, = yu,—u,),

http://www.scribd.com/doc/2452802/Landau-Edmund-Grundlagen-der-Analysis



3 < X O

Example of a text in the formal language AUTOMATH,
L.S. van Benthem Jutting, August 1970

X = — Nat
y - — Nat
n B e X*y
i iw — {x}s={yl}s
rl i= {i}{y}{x}Ax4 x=y
| x2 := MP(x=y,CON,xrl,n) CON TR
Thl := [t,{x}s={y}s]r2(t) {x}sz{yls xAy - x'#y'
propl := {x}s=x type
r3 :=  {1}Ax3 propl (1)
P Y — propl (x)
. rh := Thil({x}s,x,p) propl ({x!s)
; Th2 := lermma([t,Nat]prop!(t),r3,[t,Nat] {xIs=x theorem:
' (u,propl (t)Ir4(t,u),x) x'#x
| prop2 := x=1 v d([t,Nat]x={t}s) type
r5 t= ORI(I=1,48((t,Nat]i={t}s),REF(Nat,1)) prop2(1)
ré 1= SOME!(Nac.ft.Na:]?x}s={t}s.x.REF 4([ t,Nat [ {x}s={t}s)
(Nat,{x}s))

l r7 := OR2({x}s=1,3([t,Natl{x}s={t}s,r6) prop2({xl}s)
http://www.win.tue.nl/automath/archive/pdf/aut012.pdf
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BEST

« BEST Theorem (1951)
de Bruijn, van Aardenne-Ehrenfest, Smith and Tutte

# euler cycles

http://spikedmath.com/327.html

o o A : BEST.
ec(G) = tuw(G) [T (deg(v) — 1)! [MyiaunR
e EVER!

# spanning trees
‘“into’ w



Theorem of the Day

The BEST Theorem Let G = (V, E) be a directed graph in which, for each vertex v in V, the indegree
and outdegree have the same value, d(v), say. Then G has a directed Euler tour: a closed walk which
passes each edge exactly once; let £(G) denote the number of such tours. Then, for any fixed vertex x,

&(G) = tx [ Ler (d(v) — 1)!
where t, denotes the number of those spanning trees of G in which every vertex has a directed path to x.

speciaal geval

d (V) =2 http://myweb.1sbu.ac.uk/~whittyr/MathsSci/TheoremofTheDay/
combinatorialTheory/BEST/TOotDBEST.pdf
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Koningsbergen

L. Euler

Solutio problematis ad SOLVTIO PROBLEMATIS

geometriam situs
pertinentis,

I+ Petropol iranae & GEOMETRIAM SITVS
(1736) 128-140 ~ “PERTINENTIS. -
AVCTORE

Leonh. Eulero.

B e s

http://www.math.dartmouth.edu/~euler/docs/originals/EQ53.pdf



§8.5 rondwandeling

Een EFuler trail 1s een gesloten wandeling die elke
11jn precies één keer bevat. ‘traversable’

trail ‘all edges distinct’

» zeven bruggenprobleem van Kéningsbergen

Theorem 8.3

Een samenhangende graaf heeft een Euler trail
desdals elk punt even graad heeft.

http://en.wikipedia.org/wiki/Seven_Bridges_of_K%C3%B6nigsberg



Euler & Hamilton

» Euler graaf
Leonhard Euler (1736)
elke 777n precies een keer ‘“trail’

= eenvoudige karakterisatie Theorem 8.3
» efficient te herkennen

» Hamilton graaf
william Rowan Hamilton (1858)
elke knoop precies een keer
‘handelsreiziger’

= geen karakterisatie
= NP compleet
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——————————————————
Wat er zo bijzonder is aan 0000111101100101000

N.G.de Bruijn. Ik ontdekte zijn speelse wiskunde ja-

ren geleden, toen een vriend mijn hulp vroeg bij het
kraken van een code. Hij wilde als grap de boodschap op ie-
mands telefoonbeantwoorder veranderen. Zijn slachtoffer
had een destijds hypermodern apparaat, dat je vanaf elke
telefoon op afstand kon bedienen, mits je de geheime vier-
cijferige code invoerde. je mocht daarbij net zoveel cijfers

Vorigc maand overleed de Nederlandse wiskundige

intoetsen als je wilde. Dus als de juiste code
4567 was, dan kwam je met 1234567 of
4444567 in het systeem. Mijn vriend vroeg
zich af wat de snelste manier was om de
10.000 mogelijke codes te proberen. Dom-
weg alle mogelijkheden achter elkaar in-
toetsen gaf een reeks van 40.000 cijfers.
Wist ik een wiskundige truc om hetsneller
te doen?

Tk begon eerst met een eenvoudiger pro-
bleem: een zo kort mogelijke rij zoeken met
alle viercijferige codes van alleen enen en
nullen. In dat geval zijn er zestien verschil-
lende mogelijkheden, en alle mogelijkhe-
den na elkaar proberen geeft dan een reeks

N.G. de Bruijn
Foto Bart van Overbeeke

i van 64 cijfers. Maar ik zag al snel dat het sneller kan door-
¢ dat codes elkaar mogen overlappen. Toets bijvoorbeeld
000011 en je probeert met zes cijfers meteen drie codes:
0000, 0001 en 0011,

Als je die overlap optimaal gebruikt, dan zit elk cijfer dat
je intoetst in vier verschillende combinaties, behalve de
rie ciffers aan het begin en einde. In het beste geval zou je
¢ daarom zestien combinaties in negentien cijfers kunnen

proppen. Na een tijdje prutsen op een enve-
lop vond ik hetvolgende rijtje:
000011101100101000. Liefhebbers mogen
controleren dat in deze negentien cijfers in-
derdaad alle zestien mogelijke codes zitten.
Voor de telefoonbeantwoorder vermoed-
de ik dat op een zelfde manier alle tiendui-
zend codes in slechts 10.003 cijfers moes-
ten passen. Maar daar was met pen en pa-
pier geen beginnen aan. Toen wees een
vriendelijke wiskundige me erop dat N.G.
de Bruijn dit soort rijen al uitgebreid had
geanalyseerd. Ze dragen nu zelfs zijn
naam. De Bruijn bewees dat er altijd een

rijtje bestaat waarin elke combinatie pre-

In het
Sanskriet
bestond
tweeduizend
jaar geleden
al een

De Bruijn-rij

i als je net zo slim bent als N.G. de Bruijn.

cies één keer voorkomt. Het maken van zo'n rij is nog
best lastig, maar met wat programmeerwerk vond ik
voor mijn vriend inderdaad een reeks van 10.003 cij-
fers met alle codes voor de telefoonbeantwoorder.

De Bruijn-rijen duiken op onverwachte plekken op.
In het Sanskriet was er tweeduizend jaar geleden al
een als ezelsbruggetje om namen te onthouden. Tegen-
woordig zijn de rijtjes nuttig bij dna-analyse en data-
compressie. De mooiste toepassing - naast het kraken
van die telefoonbeantwoorder - kwam ik laatst tegen
in een goocheltruc. Je kunt er in een pak speelkaarten
voor zorgen dat elke zes opeenvolgende kaarten een
ander kleurenpatroon hebben (bijvoorbeeld zrzzrz,
waar z een zwarte kaart is en reen rode). Een slimme
goochelaar laat het dek couperen door een vrijwilliger,
vraagt daarna zes mensen om steeds de bovenste kaart
te pakken en laat degenen met een rode kaart hun
hand opsteken. Uit die minimale informatie kan hij
dankzij het unieke zwart-rood-patroon dan precies
zeggen welke kaarten de vrijwilligers hebben,

Jammer dat je deze truc alleen goed kunt uitvoeren

lonica Smeets




0011 de Bruijn graaf
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de Bruijn graaf

0000110010111101000

0000111101100101000



de Bruijn rijtjes

de Bruijn, Nicolaas G. (1946), "A combinatorial
problem", Proc. Koninklijke Nederlandse Akademie
v. Wetenschappen 49: 758-764, MR0018142,
Indagationes Mathematicae 8: 461-467

Flye Sainte-Marie, Camille (1894), "Solution to
question nr. 48", L'intermédiaire des
Mathématiciens 1: 107-110
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physical mapping

~————————————————  C:FullDNA

Physical
MapPPINg  e— Cut C and clone
Into overlapping

| — |
Physical 10%bp ! YAC clones.
mapping ! | _
—_— T Cut the DNA in each YAC clone and
S — — — clone into overlapping cosmid clones.

— Select a subset of cosmid clones of minimum
l total length that covers the YAC DNA.

Fragment !
assembling | : - Duplicate the cosmid and then cut the copies randomly.
==  Selectand sequence short fragments and then reassemble
F- them into a deduced cosmid string.
102 bp

R. C. T. Lee — National Chinan University



sequencing by hybridization

all possible probes of length ¢
hybridization: determine substrings
reconstruct from (multi-)set of substrings

{ = 3

ATTGAC

1990 now ‘short read sequencing’



A_sequencing
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chain-termination sequencing

(Sanger)
300 - 1000 mer
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http://en.wikipedia.org/wiki/File:Radioactive_Fluorescent_Seq.jpg

SBH example

as before: overlap graph (not a good choice)

‘characteristic triplets’

{ = 3
{ ATG, TGG, TGC, GTG, GGC, GCA, GCG, CGT }

ATGGCGTGCA

Hamilton approach: all nodes

triplet=node (overlap ¢-1)



SBH example

{ = 3
{ ATG, TGG, TGC, GTG, GGC, GCA, GCG, CGT }

N

ATGCGTGGCA ATGGCGTGCA

another solution



SBH example

we can do better with same problem:

{ = 3
{ ATG, TGG, TGC, GTG, GGC, GCA, GCG, CGT }

GT CG
‘ O
/A1i> TG fl\ C:;DA
% 'V\O/"Gc ' ATGGCGTGCA
ATG GG Euler approach: edges
(overlap (-1 = node)

_ Tinear ©
triplet=edge



SBH example

{ = 3
{ ATG, TGG, TGC, GTG, GGC, GCA, GCG, CGT }

............. J;"mmqth ATGGCGTGCA
N /U6C ATGCGTGGCA
ATG GG Euler approach: edges

even degree nodes
(except start+finish)



DNA assemblers

practical 1issues

coverage

‘reads’
100 mer - 55 mer

errors & repeats
multiplicities, ‘bulges’

paired reads actg

hardware & software
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