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Augustus De Morgan

When two objects, qualities, clas-
ses, or attributes, viewed together
by the mind, are seen under some
connexion, that connexion is called
a relation.

On the Syllogism, No. III, and on Logic in general, Trans-
actions of the Cambridge Philosophical Society, 1858

Madurai, India 1806 – 1871 London

wikipedia

FoCS Relaties 80 / 273

https://en.wikipedia.org/wiki/Augustus_De_Morgan


Overzicht

2 Relaties

Cartesisch product

Representaties

Eigenschappen

Compositie

Relaties “in”

Afsluiting
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Cartesisch product

(geordend) paar (x , y)

(3, 5) 6= (5, 3) {3, 5} = {5, 3}

verzamelingen A, B

(Cartesisch) product A× B { (x , y) | x ∈ A, y ∈ B }

{a, b, c}× {1, 3, 5, 7}

(a,1) (a,3) (a,5) (a,7)

(b,1) (b,3) (b,5) (b,7)

(c,1) (c,3) (c,5) (c,7)

Z2 = Z× Z
(1, 2)

R2 = R× R
(x , y)

x

y
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relatie

Def. 2.1

(binaire) relatie R ⊆ A× B “ van A naar B ”

R ⊆ A× A “ in A ”

x R y (x , y) ∈ R a 6R b

{ (a, 1), (b, 1), (b, 3), (c , 7) } ⊆ {a, b, c}× {1, 3, 5, 7}

{ (r · cos(r), r · sin(r)) | r > 0 } ⊆ R× R

a

b

c

1

3

7

5

(x , y)
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voorbeelden

lijnen (in het vlak)

` ‖ m (parallel) ` ⊥ m (loodrecht)

getallen N, Z, Q, R
x = y x 6 y x < y (kleiner/gelijk)

verzamelingen P(U) collectie C

A ⊆ B (deelverzameling) A ∩ B = ∅ (disjunct)

figuren (in het vlak)

4ABC ∼= 4A ′B ′C ′ (congruent)

(gehele) getallen N
x | y (deler)

element vs verzameling

x ∈ A

FoCS Relaties Cartesisch product 84 / 273



�enzovoort. . .

< > ≮ ≯
6 > 
 �

< > ≮ ≯ 6 > 
 � � � ≶ l / Q S . b c
≺ � ⊀ � � � � � � �≪≫ ⊂ ⊃ ⊆ ⊇ *
+ @ A v w = 6= .

= ≡ ≈ ∼= ' ∼ ∝ ‖ ∦ � ./ `
a ∈ 3 ^ _ |= ⊥ | / . E D ← → ⇐ ⇒ 7→

Mathematical symbols in Unicode
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inverse

R ⊆ A× B

inverse R−1 { (y , x) | x R y } ⊆ B × A.

x 6 y y > x x ∈ A A 3 x

R0

1

2

a

b

d

c

R−1
0

1

2

a

b

d

c
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identiteit

identiteit idA { (a, a) | a ∈ A } ⊆ A× A

gelijkheid, diagonaal =A ∆A

0

1

2

0

1

2

0

1

2

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
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Boolese operaties

R, S ⊆ A× B

R ∪ S R ∩ S Rc ⊆ A× B

x Rc y desda x 6R y

“<” ∪ “=” = “6” (?)

R< ∪ R= = R6

R⊆ ∩ R⊇ = R=
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representatie

{ (0, a), (1, b), (1, d), (2, d) }

matrix
van\naar a b c d

0 ×
1 × ×
2 ×

a b c d

0 1 0 0 0
1 0 1 0 1
2 0 0 0 1

pijldiagram gerichte graaf

R0

1

2

a

b

d

c

{(a, a), (b, a), (b, b), (c, a)}

a
b c
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grafiek

grafiek ‘nette’ figuur

halfvlak { (x , y) ∈ R× R | x + 2y 6 2 } ⊆ R× R
cirkel { (x , y) ∈ R× R | x2 + y2 = 25 }

discreet { (x , y) ∈ Z× Z | x2 + y2 = 25 }
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domein

R ⊆ A× B

domein dom(R) = { x ∈ A | x R y voor zekere y ∈ B }

bereik ran(R) = { y ∈ B | x R y voor zekere x ∈ A } range

A B

R

domein
bereik

origineel beeld
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Usis

multidimensionaal n-tupel

R ⊆ A1 × A2 × · · · × An (a1, a2, . . . , an)

studentnr × cursuscode × cijfer

stnr cuco cf stnr cuco cf
8303 M250 7 9594 T250 6
8303 T350 8 9352 U161 9
4722 B140 7 2592 A470 8
4722 S570 10 2592 M350 9
4722 T480 9 2592 V400 6

Plus = { (x , y , z) ∈ R3 | x + y = z }
wolframalpha.com
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databases

Database Management Systems 3ed, Ramakrishnan & Gehrke
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informeel

R ⊆ A× B

vanuit A overal

– minimaal één pijl totaal

– maximaal één pijl functioneel

naar B overal

– minimaal één pijl surjectief (of ‘op’)

– maximaal één pijl injectief (of één-één)

A A B B
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formeel

R ⊆ A× B

– totaal dom(R) = A

– surjectief ran(R) = B (of ‘op’)

– functioneel uit x R y en x R z volgt dat y = z

– injectief uit x R z en y R z volgt dat x = y (of één-één)

A B

R
niet injectief

niet surjectief

niet functioneel

niet totaal
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voorbeeld

totaal surjectief functioneel injectief

- - - - TSF - T - FI

1 2 3 4

a 1 0 0 0

b 0 1 1 0

c 1 0 1 0

T - - -

a b c

1 1 0 0

2 0 1 0

3 0 0 0

4 0 0 1
- SFI

a b c

a 1 0 0

b 0 0 1

c 0 1 0

TSFI
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schoonfamilie

SennaRobin

Jamie

Beau

ouder-kind

grootouder
ouder-kind

schoonouder

huwelijk
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samenstelling

A B C

a

b c

1

2

x

y
z

R

R ◦ S

S

R ⊆ A× B S ⊆ B × C

a R 1 1 S x

a (R ◦ S) x

samenstelling (compositie) van R en S R ◦ S ⊆ A× C

{ (x , z) ∈ A× C | er is een y ∈ B met (x , y) ∈ R en (y , z) ∈ S }

FoCS Relaties Compositie 101 / 273



voorbeeld

R = {(a, 1), (b, 2), (b, 3), (c , 1), (c , 3)} ⊆ {a, b, c}× {1, 2, 3, 4}

S = {(1, a), (2, b), (3, a), (4, c)} ⊆ {1, 2, 3, 4}× {a, b, c}.

R ◦ S
a

b

c

1

2

3

4

a

b

c

R ◦ S = {(a, a), (b, a), (b, b), (c, a)}

a
b c

S ◦ R

1

2

3

4

a

b

c

1

2

3

4

1 2

34
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opgelet

relaties

−−−→
x R y x (

−−−→
R ◦ S) y

functies

y =
←−−
f (x) y =

←−
g(f (x)) = (

←−−
g ◦ f )(x)
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associativiteit

Thm. 2.1

R ◦ (S ◦ T ) = (R ◦ S) ◦ T

R

R ◦ S

S

S ◦ T

T
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�matrices

matrixvermenigvuldiging�

A = (aik) B = (bkj)

cij =
∑
k

aik · bkj cij =
∨
k

aik ∧ bkj

1 2 3 4

a 1 0 0 0

b 0 1 1 0

c 1 0 1 0

x y z

1 1 0 0

2 0 1 0

3 1 0 0

4 0 0 1

x y z

a 1 0 0

b 1 1 0

c 1 0 0
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voorbeelden

lijnen (in het vlak)

` ‖ m (parallel) ` ⊥ m (loodrecht)

getallen N, Z, Q, R
x = y x 6 y x < y (kleiner/gelijk)

verzamelingen P(U) collectie C

A ⊆ B (deelverzameling) A ∩ B = ∅ (disjunct)

figuren (in het vlak)

4ABC ∼= 4A ′B ′C ′ (congruent)

positieve gehele getallen N+

x | y (deler)

gehele getallen Z
x ≡ y (zelfde rest, bij deling door n)
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relaties “in”

R ⊆ A× A

representatie: gerichte graaf

{(1, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (4, 1), (4, 3)}

1

2

3

4

1

2

3

4

1 2

34
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relaties “in”

R ⊆ A× A

herhaald samenstellen

R1 = R R2 = R ◦ R R3 = R2 ◦ R . . .

R

1

2

3

4

R2

1

2

3

4

R3

1

2

3

4

R4

1

2

3

4

R = { (1, 1), (1, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 4) }

R2 = { (1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 4), (3, 3)}

R3 = { (1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (3, 2), (3, 4)}

R4 = { (1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 4), (3, 3)}
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1,2,3

equivalentie

reflexief symmetrisch transitief

partiele ordening

reflexief anti symmetrisch transitief
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één knoop

x

reflexief

x

×

irreflexief

R ⊆ A× A

reflexief x R x voor elk element x van A,
irreflexief x R x voor geen enkele x ∈ A

6 RX
1 2 3

×
1 2 3

< IRX
1 2 3
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voorbeelden (reflexief)

lijnen (in het vlak)

` ‖ m RX (parallel) ` ⊥ m R× IRX (loodrecht)

getallen N, Z, Q, R
x = y RX x 6 y RX x < y IRX (kleiner/gelijk)

verzamelingen P(U) collectie C

A ⊆ B RX (deelverzameling) A ∩ B = ∅ R× IR× (disjunct)

figuren (in het vlak)

4ABC ∼= 4A ′B ′C ′ RX (congruent)

positieve gehele getallen N+

x | y RX (deler)

gehele getallen Z
x ≡ y RX (zelfde rest, bij deling door n)
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reflexiviteit

lijnen (in het vlak)

` ‖ m RX (parallel) ` ⊥ m R×IRX (loodrecht)

“not reflexive since no line is parallel to itself.” (? Schaum p.29)

verzamelingen P(U) collectie C

A ⊆ B RX (deelverzameling) A ∩ B = ∅ R× IR× (disjunct)

{a, b} ∩ {a, b} 6= ∅ ∅ ∩∅ = ∅ (!)

positieve gehele getallen N+

x | y RX (deler)

x = 1·x
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twee knopen

x y

symmetrisch

x y×

X

anti-symmetrisch

R ⊆ A× A

symmetrisch uit x R y volgt dat y R x
anti-symmetrisch uit x R y en y R x volgt dat x = y

anti-symmetrisch “geen . . . tussen verschillende”
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voorbeelden (anti)symmetrie

lijnen (in het vlak)

` ‖ m SX (parallel) ` ⊥ m SX (loodrecht)

getallen N, Z, Q, R
x = y S ASX(!) x 6 y ASX x < y ASX(!) (kleiner/gelijk)

verzamelingen P(U) collectie C

A ⊆ B ASX (deelverzameling) A ∩ B = ∅ SX (disjunct)

figuren (in het vlak)

4ABC ∼= 4A ′B ′C ′ SX (congruent)

positieve gehele getallen N+

x | y ASX (deler)

gehele getallen Z
x ≡ y SX (zelfde rest, bij deling door n)
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(anti)symmetrie

getallen N, Z, Q, R
x = y S ASX(!)

x 6 y ASX als x 6 y en y 6 x dan x = y

x < y ASX(!) als x < y en y < x︸ ︷︷ ︸
kan niet

dan . . .

verzamelingen P(U) collectie C

A ⊆ B ASX als A ⊆ B en B ⊆ A dan A = B

A ⊂ B ASX “kan niet”

positieve gehele getallen N+

x | y ASX (deler)

x | y dan x 6 y

y | x dan y 6 x
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drie knopen

x y z

R ⊆ A× A

transitief uit x R y en y R z volgt dat x R z

×
1 2 3

X
1 2 3
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drie en meer knopen

x y z z ′ z ′′

R ⊆ A× A

transitief uit x R y en y R z volgt dat x R z
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voorbeelden (transitief)

lijnen (in het vlak)

` ‖ m TX (parallel) ` ⊥ m × (loodrecht)

getallen N, Z, Q, R
x = y TX x 6 y TX x < y TX (kleiner/gelijk)

verzamelingen P(U) collectie C

A ⊆ B TX (deelverzameling) A ∩ B = ∅ × (disjunct)

figuren (in het vlak)

4ABC ∼= 4A ′B ′C ′ TX (congruent)

positieve gehele getallen N+

x | y TX (deler)

gehele getallen Z
x ≡ y TX (zelfde rest, bij deling door n)
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transitief

verzamelingen P(U) collectie C

A ∩ B = ∅ T× (deler)

{1} ∩ {2} = ∅, en {2} ∩ {1} = ∅ maar {1} ∩ {1} 6= ∅
positieve gehele getallen N+

x | y TX (deler)

x | y dwz y = k ·x
y | z dwz z = m·y z = mk ·x dus x | z
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relaties

id ⊆ R

R

R−1 ⊆ R

R R

R2 ⊆ R

R ⊆ V × V is
1 reflexief desda idV ⊆ R
2 irreflexief desda idV ∩ R = ∅
3 symmetrisch desda R−1 ⊆ R
4 antisymmetrisch desda R−1 ∩ R ⊆ idV

5 transitief desda R2 ⊆ R

Thm. 2.2

R ⊆ V × V is
transitief desda Rn ⊆ R voor alle n > 1
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P-afsluiting

P relatie eigenschap

(ir)reflexief, (anti)symmetrisch, transitief, . . .

R ⊆ A× A P-afsluiting

– R ⊆ P(R) ⊆ A× A met eigenschap P.

– kleinste

×
1 2 3

transitief X
1 2 3

– is er wel een P(R)?

– is er een (unieke) kleinste?
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vb reflexieve afsluiting

R

1

2

3

4

R ∪ id

1

2

3

4

R = { (1, 1), (1, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 4) }

id{1,2,3,4} = { (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4) }
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vb symmetrische afsluiting

R

1

2

3

4

R ∪ R−1

1

2

3

4

R = { (1, 1), (1, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 4) }

R−1 = { (1, 1), (2, 1), (3, 2), (3, 2), (4, 3) }
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vb transitieve afsluiting

R

1

2

3

4

R ∪ R2

1

2

3

4

R ∪ R2 ∪ R3

1

2

3

4

R = { (1, 1), (1, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 4) }

R2 = { (1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 4), (3, 3), (3, 4)}

R3 = { (1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (3, 2), (3, 4)}

R4 = { (1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 4), (3, 3)}
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afsluitingen

R ⊆ A× A

Thm. 2.3

reflexief(R) = R ∪ idA

symmetrisch(R) = R ∪ R−1

R1 = R, R2 = R1 ◦ R, R3 = R2 ◦ R, . . . , Rn+1 = Rn ◦ R,

R+ =
⋃

n>1 R
n “een, twee, of meer stappen”

Thm. 2.4

transitief(R) = R+
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voorbeeld

0 1 2 3 4 5 6 7

”+1” ⊆ N× N
R = { (n, n+1) | n ∈ N }

Rk = { (n, n+k) | n ∈ N } k vast

R+ = { (n,m) | n < m } oneindige vereniging
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reflexief én transitief

R ⊆ A× A

R0 = idA, R1 = R, R2 = R1 ◦ R, . . . , Rn+1 = Rn ◦ R,

R+ =
⋃

n>1 R
n transitief

“een, twee, of meer stappen”

R∗ =
⋃

n>0 R
n reflexief én transitief

“nul, een, twee, of meer stappen”
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relaties

partiële ordening

“past in”

reflexief, antisymmetrisch, transitief

equivalentierelatie

“zelfde (kleur)”

reflexief, symmetrisch, transitief
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voorbeelden (partiële ordening, equivalentie)

lijnen (in het vlak)

` ‖ m EqRel (parallel)

getallen N, Z, Q, R
x 6 y PartOrd x = y EqRel

verzamelingen P(U) collectie C

A ⊆ B PartOrd (deelverzameling)

figuren (in het vlak)

4ABC ∼= 4A ′B ′C ′ EqRel (congruent)

positieve gehele getallen N+

x | y PartOrd (deler)

gehele getallen Z
x ≡ y EqRel (zelfde rest, bij deling door n)
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inclusie

R ⊆ A× A partiële ordening reflexief, antisymmetrisch, transitief

inclusie ⊆ in P({1, 2, 3, 4})

∅

{1} {2} {3} {4}

{1, 2} {1, 3} {1, 4} {2, 3} {2, 4} {3, 4}

{1, 2, 3} {1, 2, 4} {1, 3, 4} {2, 3, 4}

{1, 2, 3, 4}
⊆

Hasse diagram ±reflexief ±transitief
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deler

D = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 15, 20, 30, 60} delers van 60

deler | in D partieel

1 2 4

3 6 12

5 10 20

15 30 60

kleiner(gelijk) 6 in D totaal

1 2 3 4 5 6 10 12 15 20 30 60
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equivalentie

R ⊆ A× A equivalentierelatie reflexief, symmetrisch, transitief

als x R y en x R z dan y R z

x

y

z

x

y

z

x

y

z

equivalentie klasse [x ] = { z | x R z }

x

z

z

[x ]

x

z

z
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partitie

R ⊆ A× A equivalentierelatie reflexief, symmetrisch, transitief

[a]

[b]a

b

z

Thm. 2.6
1 a ∈ [a]
2 [a] = [b] desda a R b
3 [a] 6= [b] desda [a] ∩ [b] = ∅
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restklassen

in Z x − y deelbaar door 5 x ≡ y (mod 5)

-10 -5 0 5 10 15

-9 -4 1 6 11 16

-8 -3 2 7 12 17

-7 -2 3 8 13 18

-6 -1 4 9 14 19-11

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

eigenschap: rest (bij deling door 5)

parallele lijnen ` ‖ m richtingscoëfficient

congruentie 4ABC ∼= 4A ′B ′C ′ grootte & vorm
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index

– Cartesisch product

– relatie

– inverse

– Boolese operaties

– totaal, functioneel, surjectief, injectief

– compositie (samenstelling)

– ir/reflexief

– anti/symmetrie

– transitief
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END.
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