Foundations of Computer Science

Fundamentele Informatica 1

Hendrik Jan Hoogeboom
Jeannette de Graaf

Bachelor Informatica (& specialisaties)
Universiteit Leiden

Najaar 2020

Universiteit
Leiden

Leiden Institute of
Advanced Computer Science



http://liacs.leidenuniv.nl/~hoogeboomhj/focs/
https://www.universiteitleiden.nl/

Hoofdstuk 2

«E

FoCS Relaties 77 /273



Inhoud

(@ Relaties
o Cartesisch product
o Representaties
Eigenschappen
Compositie
Relaties “in”
Afsluiting
Partiéle ordening
Equivalentierelatie

©

© 0 06 0 o

FoCS Relaties 78 / 273



relatie
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Augustus De Morgan

When two objects, qualities, clas-
ses, or attributes, viewed together
by the mind, are seen under some
connexion, that connexion is called

a relation.
On the Syllogism, No. Ill, and on Logic in general, Trans- Madurai, India 1806 — 1871 London
actions of the Cambridge Philosophical Society, 1858 wikipedia
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Cartesisch product

(geordend) paar (x,y)

(3,5) #(5,3) {3,5}=1{53}

verzamelingen A, B
(Cartesisch) product Ax B {(x,y)Ix€AyeB}

{a, b, c} x{1,3,5,7} 72 =7 xZ RZ=R xR
(a,1) (3,3) (a,5) (a,7) (1,2) , (x,y)
(b,1) (b,3) (b,5) (b.7)

(¢,1) (¢,3) (¢,5) (¢,7)
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relatie

Def. 2.1
(binaire) relatie R C Ax B  *“van A naar B” J

RCAxA "“inA"
xRy (x,y)€R aRb

{(a,1),(b,1),(b,3), (c, )} C {a, b,c} x{1,3,57}
{(r-cos(r),r-sin(r))|r=0} C RxR
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voorbeelden

lijnen (in het vlak)

€]l m (parallel) £ L m (loodrecht)
getallen N, Z, Q, R

x=y x<y x<y (kleiner/gelijk)
verzamelingen  P(U) collectie C

A C B (deelverzameling) AN B = @ (disjunct)
figuren (in het vlak)

NABC = NA’B’C’ (congruent)
(gehele) getallen N

x|y (deler)
element vs verzameling

xeA
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Klenzovoort. . .

< > £ S

< =2 £ F
<>tr<>£FEFs<giises
<KEALF I mALF<LE<>SK>CDOCDOY
PCOCOd=#==rm=c~~x|}=xxt
e ~EFL|[<wpdD 2 ==

Mathematical symbols in Unicode
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https://en.wikipedia.org/wiki/Mathematical_operators_and_symbols_in_Unicode

inverse

RCAxB
inverse R™' {(y,x)|xRy}C BxA.
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identiteit

identiteit idy {(a,a)|acA} C AxA
gelijkheid, diagonaal =, Aga

D

[{ 1000
]| , )
2,45 | 0010
%)
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R, SCAxB
RUS RNS R° CAxB

x RSy desdax Ry

Ut = (7)
R-UR_ = Re
RN R;) = R_

«E
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representatie

{(0,a),(1,p),(1,d),(2,d) }

matrix
van\naar ‘ a b ¢ d ‘ a b c d
0| x 0|1 0 0 O
1 X X 110 1 0 1
2 X 210 0 0 1

gerichte graaf

{(a,a), (b a), (b,b), (c,a)}

9

Qb/a\c
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grafiek

grafiek ‘nette’ figuur
halfvlak { (x,y) ER xR | x+2y <2} CR xR
cirkel {(x,y) eRxR|x*>+y%2 =25}
discreet { (x,y) € Z x Z | x>+ y?> =25}
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domein

RCAxB
domein  dom(R) ={x € A| xR y voor zekere y € B }
bereik ran(R)={y € B| xR y voor zekere x € A} range

R

origineel — = ~ beeld

domein A B

bereik
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multidimensionaal

R§A1><A2><-~><A,,

n-tupel

(alv 321 e

studentnr x cursuscode x cijfer

. an)

stnr cuco cf |stnr cuco cf
8303 M250 7 |9594 T250 6
8303 T350 8 |9352 Ulel 9
4722 B140 7 | 2592 A470 8
4722 S570 10 | 2592 M350 9
4722 T480 9 |2592 V400 6

Plus={(x,y,z) eR3¥|x+y=2z)}
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Representaties

Usis

wolframalpha.com
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FoCS Relaties

1 dept

7

ih
ist

e

n 1-to-1 1-to Many

Eigenschappen

=T
<s_In:
Employees 7 Manages
an

i

Many-to-1

databases

g OO
did budget

Departments

i

Many-to-Many
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informeel

RCAxB
vanuit A overal
— minimaal één pijl  totaal
— maximaal één pijl  functioneel
naar B overal
— minimaal één pijl  surjectief  (of ‘op’)

— maximaal één pijl  injectief  (of één-één)

EIGRER)
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formeel

RCAXxB
— totaal dom(R) = A
— surjectief ran(R) =B  (of ‘op’)

— functioneel uit xRyenxRzvolgtdaty =z
— injectief uit x RzenyRzvolgtdat x=y (of één-één)

— niet injectief

niet functioneel —

niet totaal — — 7 niet surjectief

A B
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voorbeeld

totaal surjectief functioneel injectief

YA

R TSF - T-FI

123 4 abec a b c
a 10 ; é ? 8 2100
b 0 1
c bovs i

400 1 ¢

T._. - SFI TSFI
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FoCS Relaties
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>
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samenstelling

RCAxB SCBxC

aR1 1S5 x
a(RoS)x

samenstelling (compositie) van Ren S RoS CAxC

{(x,z)€AxC| eriseeny € Bmet (x,y)€Ren(y,z) €S}
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voorbeeld

3 _—— 1 T 3 RoS =1{(a,a), (b a), (b b), (c a)}
2
RoS b% — )
i

3
c 4/C Qb/a\c
2 2
SoR %b% /‘\i
3 P
46— 4 4——3
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relaties
xRy x (Ro 3) y
functies
— — —
y ="f(x) y=gl(f(x)) =(gof)x)
Compositie 103 / ;_73
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Xmatrices

matrixvermenigvuldigingX
A= (aix) B =(by)

CU:Za;k'bkj c,-j:\/a,'k/\bkj

k k

Xy z

123 4 Xy z
a1000 ;(1)(1’8 2100
b 0110 3100 b 110
1 1

0 0 400 1 c 100
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voorbeelden

lijnen (in het vlak)

€]l m (parallel) £ L m (loodrecht)
getallen N, Z, Q, R

x=y x<y x<y (kleiner/gelijk)
verzamelingen  P(U) collectie C

A C B (deelverzameling) AN B = @ (disjunct)
figuren (in het vlak)

AABC = NA’B’C’ (congruent)
positieve gehele getallen NT

x|y (deler)
gehele getallen 7Z

x = y (zelfde rest, bij deling door n)
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relaties “in

RCAxA

representatie: gerichte graaf

AW NN R
-
w— N

/

A W0 =
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relaties “in
RCAxA
herhaald samenstellen
R1=R R2=RoR R3=R20R

R R

O, 00 o . o'g
/B AN
@)

R ={(1,1),(1,2),(2,3),(3,2),(3,4) }
R>={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,4),(3,3)}
R*=1{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(23),(3,2), (3, 4)}
R*=1{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2.2),(2.4), (3 3)}
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1,2,3

QO@-

equivalentie

reflexief  symmetrisch transitief

partiele ordening

reflexief  antisymmetrisch  transitief
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één knoop

X X
reflexief irreflexief

RCAxXA

o reflexief  x R x voor elk element x van A,
o irreflexief  x R x voor geen enkele x € A

%@ T
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voorbeelden (reflexief)

lijnen (in het vlak)

€| mRv (parallel) £ L m Rx IRV (loodrecht)
getallen N, Z, Q, R

x=yRv x<yRv x<ylIRV (kleiner/gelijk)
verzamelingen  P(U)  collectie

A C B RV (deelverzameling) AN B =@ Rx IRx (disjunct)
figuren (in het vlak)

AABC = ANA’B’C’ RV (congruent)
positieve gehele getallen NT

x|y RV (deler)
gehele getallen 7Z

x =y RV (zelfde rest, bij deling door n)
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reflexiviteit

lijnen (in het vlak)

€| mRv (parallel) £ 1L m RxIRv (loodrecht)

“not reflexive since no line is parallel to itself.” (? Schaum p.29)
verzamelingen  P(U) collectie C

A C B RV (deelverzameling) AN B =@ Rx IRx (disjunct)

{a,b}n{a,bl#2 ono=o (!

positieve gehele getallen NT

x|y Rv (deler)

x=1x
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twee knopen

v
X ey X%?f» y
symmetrisch anti-symmetrisch

RCAxA

o symmetrisch  uit x R y volgt dat y R x
o anti-symmetrisch uit x Ry en y R x volgt dat x =y

anti-symmetrisch ~ “geen ... tussen verschillende’

FoCS Relaties Relaties “in”
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voorbeelden (anti)symmetrie

lijnen (in het vlak)

L] mSv (parallel) €L mSv (loodrecht)
getallen N, Z, Q, R

x=ySAS/() x<yASY x<yASv(!) (kleiner/gelijk)
verzamelingen  P(U)  collectie C

A C B ASv (deelverzameling) AN B =@ Sv (disjunct)
figuren (in het vlak)

AABC = NA’B’C’ Sv' (congruent)
positieve gehele getallen NT

x|y ASV" (deler)
gehele getallen 7Z

x =y SV (zelfde rest, bij deling door n)
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(anti)symmetrie

getallen N, Z,Q, R
x=y SASV(!)
x<yASY alsx<yeny<xdanx=y
x <y ASV(!) als x<yeny<x dan...

kan niet

verzamelingen  P(U)  collectie C
ACBASY alsACBenBCAdan A=B
AC B ASY  “kan niet"

positieve gehele getallen NT
x|y ASV

FoCS Relaties Relaties “in"” 116 / 273



drie knopen

X y z

e

RCAxA
o transitief uit xRy en y R z volgt dat xR z
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drie en meer knopen

X y z z! z"
h/\h.

RCAxA
o transitief uit xRy en y R z volgt dat xR z
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voorbeelden (transitief)

lijnen (in het vlak)

|| mTv (parallel) €L m x (loodrecht)
getallen N, Z, Q, R

x=y TV x<yTv x<yTv (kleiner/gelijk)
verzamelingen  P(U) collectie C

A C B TV (deelverzameling) AN B =@ x (disjunct)
figuren (in het vlak)

AABC = NA’B’'C’ TV (congruent)
positieve gehele getallen NT

x|y Tv (deler)
gehele getallen 7Z

x =y TV (zelfde rest, bij deling door n)
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transitief

verzamelingen  P(U) collectie C
ANB =2 Tx
{1}n{2} =2, en 2} N{1} = @ maar {1} N{1} # @
positieve gehele getallen NT
x|y TV
x|ydwzy =kx

ylzdwzz=my z=mkx dusx|z
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relaties

R R R
D S
dCR RICR R2CR

RCVxVis

@ reflexief desda idy C R

@ irreflexief desda idyNR=g

@ symmetrisch desda R !CR

@ antisymmetrisch  desda RINRCidy

® transitief desda R?CR |
Thm. 2.2
RCVxVis

transitief desda R" C R voorallen>1

v

FoCS Relaties
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P-afsluiting

P relatie eigenschap

(ir)reflexief, (anti)symmetrisch, transitief, . ..

RCAXxA P-afsluiting
- RCP(R)CAxA meteigenschap P.

— kleinste
o e %'
1 2 3 1 3
X transitief v

—is er wel een P(R)?

—is er een (unieke) kleinste?
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vb reflexieve afsluiting

R RUid

) )
/)
2 /4
R ={(1,1),(1,2),(2,3).(3,2), (3,
id1234y ={(1,1),(2,2),(33), (4
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vb symmetrische afsluiting
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vb transitieve afsluiting
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afsluitingen

RCAxA

Thm. 2.3
reflexief(R) = RUida
symmetrisch(R) = RU R~!

RI=R, RP=R'oR, R®=R?0R, ..., R"M1=R"oR,

R* =Up>1 R” “een, twee, of meer stappen”

Thm. 2.4
transitief(R) = R™ J
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voorbeeld

"+1" C NxN
R={(nn+l)|neN}
R ={(n,n+k)|neN} k vast

Rt ={(n,m)|n<m} oneindige vereniging
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reflexief én transitief

RCAxA
—ida, R'=R, R2=R'oR, ..., RM1 =R R,

R™ =U,>1 R" transitief

13 "
een, twee, of meer stappen

R*=U,so R" reflexief én transitief

“nul, een, twee, of meer stappen”
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relaties

partiéle ordening equivalentierelatie

“past in” “zelfde (kleur)"

reflexief, antisymmetrisch, transitief  reflexief, symmetrisch, transitief
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lijnen (in het vlak)

getallen

voorbeelden (partiéle ordening, equivalentie)

€ || m EqRel (parallel)

N, Z, Q R

x < y PartOrd x =y EqRel

verzamelingen

P(U) collectie €

A C B PartOrd (deelverzameling)
figuren (in het vlak)

NABC = ANA’B'C’ EqRel (congruent)

positieve gehele getallen N
x|y PartOrd (deler)

gehele getallen

FoCS Relaties

Z

x = y EqRel (zelfde rest, bij deling door n)
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inclusie
RCAXxA Dpartiéle ordening  reflexief, antisymmetrisch, transitief
inclusie C in P({1,2,3,4})

{1,2,3,4}
-

{1,2,3}  {1,2,4} {1,3,4} {2,3,4}

{1,2} {1,3} {1,4}_7{2,3} {2,4} {3,4}

\ /
[y {2} (3} {4}
\\g //

Hasse diagram  +reflexief ttransitief
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deler

D ={1,2,3,4,5,6,10,15,20,30,60} delers van 60

deler | in D partieel

/

15— 30— 60

kleiner(gelijk) < in D totaal
1—>2-—3-—>4-—>5—6-—>10—~+12—~ 1520 = 30 ~ 60
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Ry

< >
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equivalentie

R C AXx A equivalentierelatie  reflexief, symmetrisch, transitief

alsxRyenxRz dan y R z

y /,y oy
x< Xu'\% X e :
z z Iz

equivalentie klasse [x]={z|xRz}

( M ( M
[X] z
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partitie

R C AXx A equivalentierelatie  reflexief, symmetrisch, transitief

e 7

Thm. 2.6
@ acld
@ [al=[b] desda aRb
@ [a] #[b] desda [alN[b] =2
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@ inZ x—y deelbaar door5 x =y (mod 5)

restklassen

(11 6 -1 4 9 14 19
(-~ 7 2 3 8 13 18
(-~ 8 -3 2 7 12 17
(- 9 -4 1 6 11 16
(-~ -10 -5 0 5 10 15

A2 N N N N

eigenschap: rest (bij deling door 5)

o parallele lijnen £ || m

o congruentie AABC =

FoCS Relaties

richtingscoéfficient

AA'B’C’  grootte & vorm

Equivalentierelatie
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index

— Cartesisch product
— relatie
— inverse

— Boolese operaties

totaal, functioneel, surjectief, injectief

compositie (samenstelling)

ir /reflexief

anti/symmetrie

— transitief
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Equivalentierelatie
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